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带线性记忆的梁方程时间依赖全局吸引子的存在性

刘生清，姜金平∗，任丽宇，李梦娇
（延安大学数学与计算机科学学院，陕西 延安　 ７１６０００）

摘要：该文考虑带线性记忆的梁方程时间依赖全局吸引子的存在性，应用先验估计和算子分解的

方法获得了过程的渐近紧性，得到了时间依赖全局吸引子的存在性和正则性．
关键词：梁方程；线性记忆；先验估计；算子分解；时间依赖全局吸引子
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０　 引言

本文考虑如下非线性梁方程：

ε（ｔ）ｕｔｔ ＋ ｕｔ ＋ αΔ２ｕ － ∫
０

∞
μ（ｓ）Δ２ｕ（ｔ － ｓ）ｄｓ ＋

λｕ ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｇ（ｘ），（ｘ，ｔ） ∈ Ω × Ｒ＋，ｔ≥ τ，
ｕ ＝ Δｕ ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Γ × Ｒ＋，
ｕ（ｘ，τ） ＝ ｕ０（ｘ，ｔ），ｕｔ（ｘ，τ） ＝ ｕ１（ｘ，ｔ），ｘ∈ Ω，
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（１）

其中 α（ ＞ ０） 是黏性阻尼系数，Ω 是 Ｒ２ 上带有光滑

边界 Γ ＝ ∂Ω的有界域，λ（ ＞ ０） 是常数，ｆ为非线性

项，ｇ（ｘ） ∈ Ｌ２（Ω），ε（ ｔ） 是关于 ｔ 的函数． 方程（１）
起源于工程应用中铰链端的梁振动方程［１］ ． 关于该

类模型的研究目前已有很多成果． 文献［２］ 运用先

验估计和算子分解的方法证明了在非线性项 ｆ 满足

临界增长条件时梁方程的时间依赖全局吸引子的

存在性． 文献［３⁃５］ 研究了带有时间依赖系数的振

荡方程和波方程，并给出了在有界域上证明耗散偏

微分方程时间依赖全局吸引子存在性的方法． 基于

时间依赖吸引子的概念，文献［６］ 研究了 Ｐｌａｔｅ方程

时间依赖全局吸引子的存在性． 文献［７］ 讨论了记

忆型无阻尼抽象发展方程时间依赖全局吸引子的

存在性和正则性． 文献［８］ 用压缩函数和尾部估计

的方法研究了在无界域上带有线性记忆的波方程

的时间依赖吸引子． 文献［９⁃１３］ 研究了带有记忆项

的梁方程的全局吸引子的存在性． 文献［１４］ 证明了

带线性记忆的基尔霍夫型梁方程的全局吸引子． 然
而带有线性记忆的梁方程时间依赖全局吸引子的

存在性还鲜有讨论． 受文献［２，７，１４⁃１９］ 启发，本文

运用先验估计和算子分解方法验证了方程的渐近

紧性，证明了带有线性记忆的梁方程时间依赖全局

吸引子的存在性和正则性． 由于方程包含记忆项，
所以需要引入新变量和扩展的相空间来解决记忆

项引起的紧性问题．
本文引入变量：
ηｔ（ｘ，ｓ） ＝ ｕ（ｘ，ｔ） － ｕ（ｘ，ｔ － ｓ），（ｘ，ｓ） ∈ Ω ×

Ｒ ＋，ｔ≥ τ，
则

ηｔ
ｔ（ｘ，ｓ） ＝ ｕｔ（ｘ，ｔ） － ηｔ

ｓ（ｘ，ｓ），（ｘ，ｓ）∈Ω ×Ｒ＋，ｔ≥τ．

令 α ＝ １ ＋ ∫
０

∞
μ（ ｓ）ｄｓ且 μ ∈ Ｌ１（Ｒ ＋ ），则方程

（１） 可化为

ε（ ｔ）ｕｔｔ ＋ ｕｔ ＋ Δ２ｕ ＋ ∫
０

∞
μ（ ｓ）Δ２ηｔｄｓ ＋

λｕ ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｇ（ｘ），（ｘ，ｔ） ∈ Ω × Ｒ ＋，
ηｔ

ｔ ＝ ｕｔ － ηｔ
ｓ，（ｘ，ｔ，ｓ） ∈ Ω × Ｒ ＋ × Ｒ ＋ ．
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对应边界条件为

ｕ ＝ Δｕ ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Γ × Ｒ ＋，
ηｔ ＝ Δηｔ ＝ ０，（ｘ，ｔ，ｓ） ∈ Γ × Ｒ ＋ × Ｒ ＋ ．

初值条件为

η０（ｘ，ｓ） ＝ ηｔ
０（ｘ，ｓ），ｕ（ｘ，τ） ＝ ｕ０（ｘ，ｔ），

ｕｔ（ｘ，τ） ＝ ｕ１（ｘ，ｔ），
其中

ｕ０（ｘ，ｔ） ＝ ｕ０（ｘ，τ），　 　 　 　 　 （ｘ，ｔ） ∈Ω × Ｒ＋，

ｕ１（ｘ，ｔ） ＝ ∂ｔｕ０（ｘ，ｔ）
ｔ ＝ τ
，　 　 ｘ∈Ω，

ηｔ
０（ｘ，ｓ） ＝ ｕ０（ｘ） － ｕ０（ｘ， － ｓ），（ｘ，ｓ） ∈Ω × Ｒ＋ ．
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（３）

假设 ε（ ｔ）、 ｆ（ｕ） 和记忆项分别满足下列条件：
１）ε（ ｔ） ∈Ｃ１（Ｒ）是单调递减的正函数，且满足

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ε（ ｔ） ＝ ０， （４）

特别地，∃Ｌ ＞ ０，使得

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

( ε（ ｔ） ＋ ε′（ ｔ） ) ≤ Ｌ． （５）

２） 函数 ｆ∈ Ｃ２（Ｒ）， ｆ（０） ＝ ０并且满足如下 ２
个条件．

（ｉ） 增长性条件

ｆ ′（ ｓ） ≤ ｃ（１ ＋ ｓ ４ ／ （ｍ－４）），∀ｓ∈ Ｒ，ｍ≥５， （６）
ｌｉｍｉｎｆ
ｓ →＋∞

ｆ（ ｓ） ／ ｓ ＞ － λ１， （７）

这里的 λ（ ＞ ０） 是 Ａ ＝ Δ２ 的第 １ 特征值，Ｄ（Ａ） ＝

Ｈ４（Ω） ∩ Ｈ２０（Ω） ⤿ Ｌ２（Ω），常数 ｃ ＞ ０，其中⤿表示

嵌入是紧的．
（ｉｉ） 耗散性条件

２Ｆ（ｕ） ≥－ （１ － μ）ｕ２ － ｃ，
２ｆ（ｕ）ｕ≥２Ｆ（ｕ） － （１ － μ）ｕ２ － ｃ，{ ｕ∈ Ｒ，

ｕ∈ Ｒ，
（８）

其中 Ｆ（ｕ） ＝ ∫
０

ｕ
ｆ（ｙ）ｄｙ，０ ＜ μ ＜ １，ｃ（ ＞ ０）是常数．

３） 在该方程中记忆项的作用通过函数 Δ２ｕ（·）
和记忆核 μ（·） 的线性时间卷积起作用，且

μ ∈ Ｃ１（Ｒ ＋ ） ∩ Ｌ１（Ｒ ＋ ），μ′（ ｓ） ≤ ０ ≤ μ（ ｓ），

∀ｓ∈ Ｒ ＋，∫
０

∞
μ（ ｓ）ｄｓ ＝ μ０ ＞ ０， （９）

μ′（ ｓ） ＋ εμ（ ｓ） ≤ ０，∀ｓ∈ Ｒ ＋， （１０）
其中 ε 是一个正常数，显然由式（１０） 得， ∀ｓ（０ ≤
ｓ０ ≤ｓ） 有

０ ≤ μ（ ｓ） ≤ μ（ ｓ）ｅ －ε（ ｓ－ｓ０） ． （１１）

１　 预备知识

记 Ｈ ＝ Ｌ２（Ω） ，记内积和范数分别为〈·，·〉 和

‖·‖，对于０ ≤σ≤２，定义由 Ａ生成的Ｈｉｌｌｂｅｒｔ空

间族 Ｈσ ＝ ｄｍ（Ａσ ／ ４ｗ），并赋予如下内积与范数：
〈ｗ，ｖ〉σ ＝ 〈Ａσ／ ４ｗ，Ａσ／ ４ｖ〉，‖ｗ‖σ ＝ ‖Ａσ／ ４ｗ‖．

特别地，有紧嵌入对于 ｔ∈Ｒ及０ ≤ σ≤２引入时间

依赖空间

Ｈ 　σ
ｔ ＝ Ｈσ＋２ × Ｈσ × Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈσ＋２） ．

并赋予范数：
‖ｚ‖２Ｈ　σｔ ＝ ‖（ｕ，ｕｔ，ηｔ）‖２Ｈ　σｔ ＝ ‖ｕ‖２σ＋２ ＋ ε（ｔ）·

‖ｕｔ‖２σ ＋‖ηｔ‖２μ，σ＋２ ．
当 σ ＝ ０ 时，通常记Ｈ ｔ ＝ Ｈ２ × Ｈ × Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ２）

对应的范数为

‖ｚ‖２
Ｈｔ

＝ ‖（ｕ，ｕｔ，ηｔ）‖２
Ｈｔ

＝ ‖ｕ‖２
２ ＋ ε（ｔ）·

‖ｕｔ‖２ ＋ ‖ηｔ‖２
μ，２ ．

由紧嵌入 Ｈ 　σ＋１ ⤿Ｈ 　σ 知，当 ０ ≤ σ≤２时，有紧嵌

入 Ｈ 　σ
ｔ ⤿Ｈ ｔ ．
定义 １［５］ 　 设 Ｈｔ{ }ｔ∈Ｒ为一族赋范线性空间，对

于双参数算子族 Ｕ（ ｔ，τ）：Ｈτ → Ｈｔ，ｔ≥ τ ∈ Ｒ，若满

足如下性质：
１） ∀τ∈ Ｒ，Ｕ（ ｔ，τ） 是 Ｈｔ 上的恒等映射；
２） ∀ｔ（τ≤ ｓ≤ ｔ），τ∈ Ｒ，有
Ｕ（ ｔ，ｓ）Ｕ（ ｓ，τ） ＝ Ｕ（ ｔ，τ），

则称 Ｕ（ ｔ，τ） 是一个过程．
定义２［５］ 　 若对每个 ｔ∈Ｒ，都存在常数Ｒ ＞ ０，

使得Ｃ ｔ⊂Ｂ ｔ（Ｒ），则称有界集Ｃ ｔ⊂Ｈｔ 的集合族Ｃ ＝
Ｃ ｔ{ }ｔ∈Ｒ 是一致有界的．

定义 ３［５］ 　 若一个集族 Ｂ ＝ Ｂ ｔ{ }ｔ∈Ｒ 是一致有

界的，且对每个Ｒ ＞ ０，都存在常数 ｔ０ ＝ ｔ０（ ｔ，Ｒ） ≤ ｔ，
使得 τ≤ ｔ０⇒Ｕ（ ｔ，τ）Ｂτ（Ｒ） ⊂ Ｂτ，则称 Ｂ ＝ Ｂ ｔ{ }ｔ∈Ｒ

是拉回吸引的．
定义 ４［５］ 　 若∀Ｒ ＞ ０，都存在常数 θ ＝ θ（Ｒ） ≥

０，使得τ≤ ｔ － θ⇒Ｕ（ｔ，τ），Ｂτ（Ｒ）⊂Ｂｔ，则称一致有界

集族 Ｂ ＝ Ｂ ｔ{ }ｔ∈Ｒ 是过程 Ｕ（ ｔ，τ） 的时间依赖吸

收集．
定义 ５［５］ 　 过程 Ｕ（ ｔ，τ） 的时间依赖吸引子是

满足如下性质的最小集族 Ａ ＝ Ａｔ{ }ｔ∈Ｒ：
１） 在 Ｈｔ 中的每个 Ａｔ 都是紧的；
２）Ａ 是拉回吸引的，即对每个一致有界集族

Ｃ ＝ Ｃ ｔ{ }ｔ∈Ｒ，
ｌｉｍ
τ→－∞

δｔ（Ｕ（ ｔ，τ）Ｃ ｔ，Ａｔ） ＝ ０，

其中 δｔ（Ｂ，Ｃ） ＝ ｓｕｐ
ｘ∈Ｂ
ｉｎｆ
ｙ∈Ｃ
‖ｘ － ｙ‖Ｈｔ

为 Ｘ ｔ 中任意２个

非空集合 Ｂ 和 Ｃ 的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ半距离．
为了方便估计，首先给出下面的结论．
引理１［３］ 　 ∀ｖ（０ ＜ ｖ ＜ １）和常数 ｃ１，ｃ２≥０，则

有不等式
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２（Ｆ（ｕ），１） ≥－ （１ － ｖ）‖ｕ‖２
２ － ｃ１， （１２）

（ ｆ（ｕ），ｕ） ≥－ （１ － ｖ）‖ｕ‖２
２ － ｃ２，

其中 Ｆ（ｕ） ＝ ∫
０

ｕ
ｆ（ｙ）ｄｙ．

引理２［２０］ 　 ∀ｔ ＞ τ，若记忆核函数 μ（ ｓ）满足式

（９） ～ （１１），则 ∀ηｔ ∈ （（ ｔ，τ）；Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈσ）），０ ≤
σ≤２，存在一个常数 δ ＞ ０，使得

〈ηｔ，ηｔ
ｓ〉 μ，σ ≥ δ‖ηｔ‖２

μ，σ ／ ２．

２　 主要结论与证明

２． １　 先验估计

由标准的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法可知方程（２） 的解 ｕ 是

存在的，并且它的解满足在任意区间（ ｔ，τ） 上有

ｕ ∈ Ｃ（［τ，ｔ］，Ｈ２），ｕ１ ∈ Ｃ（［τ，ｔ］，Ｌ２），ηｔ ∈
（［τ，ｔ］；Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ２）），ηｔ

ｔ ＋ ηｔ
ｓ ∈ Ｌ∞ （［τ，ｔ］；Ｌ２μ（Ｒ ＋；

Ｈ）） ∩ Ｌ２（［τ，ｔ］；Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ２）） ．

因此，可以定义下面的过程族：
Ｕ（ｔ，τ）：Ｈ ｔ →Ｈτ，Ｕ（ｔ，τ）ｚ（ｔ） ＝ ｛ｕ（ｔ），ｕｔ（ｔ），ηｔ（ｓ）｝，
其中 ｚ（τ） ∈Ｈτ，ｕ 是方程（２） 的唯一解．

本部分将研究过程的耗散性，证明时间依赖吸

收集的存在性．
引理 ３　 设条件（４） ～ （１１） 成立，对 ｚ（τ） ∈

Ｈτ，记Ｕ（ ｔ，τ） ｚ（ ｔ）是问题（２）对于初始时刻 τ和初

始值 ｚ（τ） 的解，则存在常数 ｋ≥０，使得

‖ｚ（ｔ）‖Ｈｔ
＝ ‖Ｕ（ｔ，τ）ｚ（ｔ）‖Ｈｔ

≤ ｋ，∀τ≤ ｔ． （１３）
证 　 用２（ｕｔ ＋ δｕ）与方程（２）在 Ｌ２中作内积有

〈ε（ｔ）ｕｔｔ，２ｕｔ ＋ ２δｕ〉 ＋ 〈ｕｔ，２ｕｔ ＋ ２δｕ〉 ＋ 〈Δ２ｕ，２ｕｔ ＋

２δｕ〉 ＋ 〈∫
０

∞
μ（ｓ）Δ２ηｔ（ｓ）ｄｓ，２ｕｔ ＋２δｕ〉 ＋ 〈λｕ，２ｕｔ ＋２δｕ〉 ＋

〈ｆ（ｕ），２ｕｔ ＋ ２δｕ〉 ＝ 〈ｇ，２ｕｔ ＋ ２δｕ〉． （１４）
对于记忆项，有

〈∫
０

∞
μ（ｓ）Δ２ηｔ（ｓ）ｄｓ，２ｕｔ〉 ＝ ∫

Ω
∫
０

∞
２（ηｔ

ｔ ＋ ηｔ
ｓ）μ（ｓ）·

Δ２ηｔ（ ｓ）ｄｓｄｘ≥ ｄ‖ηｔ‖２
μ，２ ／ ｄｔ ＋ ρ‖ηｔ‖２

μ，２ ． （１５）
由方程（２），并利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等

式有

〈∫
０

∞
μ（ｓ）Δ２ηｔ（ｓ）ｄｓ，２δｕ〉 ≥－ ２δ∫

Ω
Δｕ ∫

０

∞
μ（ｓ）·

Δｕηｔ（ｓ） ｄｓｄｘ≥－ δｖ‖ｕ‖２２ ／ ２ － ２ｋ０δ‖ηｔ‖２μ，２ ／ ｖ． （１６）
由式（１４） ～ （１６） 结合条件（１２） 得

ｄ（ε（ｔ）‖ｕｔ‖２ ＋ （１ ＋ ２λ）‖ｕ‖２２ ＋ δ‖ｕ‖２ ＋ ２δ·
ε（ｔ）（ｕｔ，ｕ） ＋‖ ηｔ‖２μ，２ ＋ ２（Ｆ（ｕ），１） － ２（ｇ，ｕ）） ／ ｄｔ ＋
δ（ε（ｔ）‖ｕｔ‖２ ＋ （１ ＋２λ）‖ｕ‖２２ ＋ δ‖ｕ‖２ ＋２δε（ｔ）（ｕｔ，

ｕ） ＋ ‖ηｔ‖２μ，２ ＋ ２（Ｆ（ｕ），１） － ２（ｇ，ｕ）） ＋ （２ － ε′ －
３δε）‖ｕｔ‖２ ＋ δ（２ － ｖ）‖ｕ‖２２ ／ ２ － δ２‖ｕ‖２ － ２δ（δε（ｔ） ＋
ε′（ｔ））（ｕｔ，ｕ） ＋ （ρ － ２ｋ０δ ／ ｖ － δ）‖ηｔ‖２μ，２≤ δｃ． （１７）
　 　 对于合适的常数 ｃ ＞ ０，定义泛函

０ ≤ Ｅ（ｔ） ＝ ε（ｔ）‖ｕｔ‖２ ＋ （１ ＋ ２λ）‖ｕ‖２
２ ＋

δ‖ｕ‖２ ＋ ２δε（ｔ）（ｕｔ，ｕ） ＋‖ηｔ‖２
μ，２ ＋ ２（Ｆ（ｕ），１） －

２（ｇ，ｕ） ＋ ｃ． （１８）
由条件（５） 知，
２δε（ｔ） （ｕｔ，ｕ） ≤ δ‖ｕ‖２２ ＋ δＬε（ｔ）‖ｕｔ‖２ ／ λ２１，

± ２（ｇ，ｕ） ≤２ （ｇ，ｕ） ≤ δｖ‖ｕ‖２２ ／ ２ ＋ ２‖ｇ‖２ ／ （δｖ）．
由条件（７） 知，

〈Ｆ（ｕ），１〉 ＝ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ≤ ｃ∫

Ω
（ ｕ ２ ＋ ｕ ２ｍ／ （ｍ－２）） ｄｘ≤

ｃ‖ｕ‖２ｍ／ （ｍ－２）
２ ．

由条件（８） 知，存在足够小的常数 ｖ（０ ＜ ｖ ＜ １），
使得

２（Ｆ（ｕ），１） ≥－ （１ － ｖ）‖ｕ‖２
２ － ｃ１，

从而，对足够小的 δ 存在常数 ｃ、ｃ２ 和 ｃ３，使得

ｃ‖ｚ（ｔ）‖２Ｈτ
－ ｃ２≤Ｅ（ｔ）≤ ｃ‖ｚ（ｔ）‖２ｍ／ （ｍ－２）

Ｈτ
＋ ｃ３ ．

由条件（５） 知，结合 Ｈöｌｄｅｒ不等式、Ｙｏｕｎｇ不等式和

Ｐｏｉｎｃａｒé不等式，有
－ ２δ（δε（ ｔ） ＋ ε′（ ｔ））（ｕｔ，ｕ） ≥－ δｖ‖ｕ‖２

２ ／ ２ －
２δ‖ｕｔ‖２ ／ （ｖλ２１） ． （１９）

将式（１８） 和式（１９） 代入式（１７） 得

ｄＥ（ ｔ） ／ ｄｔ ＋ δＥ（ ｔ） － （ε′（ ｔ） ＋ ３δε（ ｔ） － ２ ＋
２δＬ２ ／ （ｖλ２１））‖ｕｔ‖２ ＋ δ‖ｕ‖２

２ － δ２‖ｕ‖２ ＋ （ρ －
２ｋ０δ ／ ｖ － δ）‖ηｔ‖２

μ，２ ≤ δｃ．
取 δ 足够小，使得

ε′（ ｔ） ＋ ３δε（ ｔ） － ２ ＋ ２δＬ２ ／ （ｖλ２１） ≤ ０，
ρ － ２ｋ０δ ／ ｖ － δ≥０， （２０）

则 ｄＥ（ ｔ） ／ ｄｔ ＋ δＥ（ ｔ） ≤ δｃ．
应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理可得 Ｅ（ ｔ） ≤ ｋ ，其中

ｋ ＝ （Ｅ０（ ｔ） ＋ Ｃ）ｅ －δｔ ＋ Ｃ ＞ ０，
从而，结合式（２０） 可得式（１３） 成立． 引理 ３ 得证．

令 Ｂ０ ＝ ∪
ｔ≥τ

Ｕ（ ｔ，τ）Ｂ１，其中

Ｂ１ ＝ { （ｕ０，ｕ１，ηｔ）∈Ｈτ：‖ｕ０‖２２ ＋ ε（ｔ）‖ｕ１‖２ ＋

‖ηｔ‖２μ，２ ≤ Ｒ０ }
是有界吸收集，则 Ｂ０ 也是过程族 {Ｕ（ ｔ，τ） } 的有界

吸收集，且 Ｂ０ 是不变的．
引理 ４　 设条件（４） ～ （１１） 成立，方程（２） 生

成过程族 Ｕ（ ｔ，τ）：Ｈ ｔ→Ｈτ，ｔ≥ τ，ｔ、τ∈Ｒ． 对每个

初值 ｚｉ（ ｔ） ∈Ｈτ，有‖ｚｉ（ ｔ）‖Ｈτ
≤ Ｒ１，ｉ ＝ １，２，则

９８１第 ２ 期 刘生清，等：带线性记忆的梁方程时间依赖全局吸引子的存在性



‖ｚ１（ ｔ） － ｚ２（ ｔ）‖Ｈｔ
＝ ‖Ｕ（ ｔ，τ） ｚ１（ ｔ） － Ｕ（ ｔ，

τ） ｚ２（ ｔ）‖Ｈｔ
≤ｅｋ（ ｔ －τ）‖ｚ１（τ） － ｚ２（τ）‖Ｈτ

，∀ｔ≥ τ，
这里的常数 ｋ ＝ ｋ（Ｒ） ＞ ０．

证 　 为了方便起见，取 ｚ１（τ），ｚ２（τ） ∈Ｈτ，且
有‖ｚｉ（τ）‖Ｈτ

≤ Ｒ１，ｉ ＝ １，２． 设常数 ｃ（ ＞ ０） 是与

Ｒ１ 相关的． 由引理 ３ 的能量估计可得

‖Ｕ（ ｔ，τ） ｚｉ（ ｔ）‖Ｈｔ
≤ ｃ．

记 ｚｉ（ ｔ） ＝ （ｕｉ（ ｔ），∂ｔｕｉ（ ｔ），ηｔ
ｉ（ ｓ）） ＝ Ｕ（ ｔ，τ） ｚｉ（ ｔ），

ｚ—（ ｔ） ＝ （􀭵ｕ（ ｔ），􀭵ｕｔ（ ｔ），􀭵ηｔ（ ｓ）） ＝ Ｕ（ ｔ，τ） ｚ１（ ｔ） － Ｕ（ ｔ，

τ） ｚ２（ ｔ） ． 那么初值 ２ 个解之间的差 ｚ—（τ） ＝ ｚ１（τ） －
ｚ２（τ） 满足

ε（ ｔ）􀭵ｕｔｔ ＋ 􀭵ｕｔ ＋ Δ２ ｕ— ＋ ∫
０

∞
μ（ ｓ）Δ２􀭵ηｔｄｓ ＋ λ􀭵ｕ ＋

ｆ（ｕ１） － ｆ（ｕ２） ＝ ０．
用 ２􀭵ｕｔ 与上式作内积得

ｄ ｚ—（ｔ） ２
Ｈｔ
／ ｄｔ ＋ （１ － ε′（ｔ） ｜ ｕ—ｔ ｜ ２） ＋ δ‖􀭵ηｔ‖２μ，２≤

－ ２（ｆ（ｕ１） － ｆ（ｕ２），ｕ
—

ｔ）． （２１）
由 Ｈöｌｄｅｒ不等式和 Ｙｏｕｎｇ不等式并利用嵌入得

－ ２（ｆ（ｕ１） － ｆ（ｕ２），􀭵ｕｔ） ≤ ｃ∫
Ω
（１ ＋｜ ｕ１ ｜ ４ ／ （ｍ－４） ＋

｜ ｕ２ ｜ ４／ （ｍ－４））􀭰ｕ􀭰ｕｔｄｘ≤ｃ‖ｕ—‖２‖ｕ—ｔ‖∫
Ω
（１ ＋‖ｕ１‖４／ （ｍ－４）

２ ＋

‖ｕ２‖４／ （ｍ－４）
２ ） ｄｘ ≤ ｃ‖ ｕ—‖２‖ ｕ—ｔ‖ ≤ ｃ（‖ ｕ—‖２２ ＋

‖ ｕ—ｔ‖２）． （２２）
将式（２２） 代入式（２１） 得

ｄ‖ ｚ—（ ｔ）‖２
Ｈｔ
／ ｄｔ≤ ｃ‖ ｚ—（ ｔ）‖２

Ｈｔ
，

在区间［τ，ｔ］ 上利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理可得

‖ ｚ—（ｔ）‖２
Ｈｔ
≤‖ ｚ—（ｔ）‖２

Ｈｔ
ｅｃ（ ｔ －τ） ＝ ‖ｚ１（ｔ） －

ｚ２（ｔ）‖２
Ｈｔ
ｅｃ（ ｔ －τ），

常数 ｃ≥０，且与 Ｒ１ 无关．
另外，依据上述讨论，对每个 Ｒ ＞ ０，存在常数 ρ

和 ｔ０ ＝ ｔ０（Ｒ） 使得

‖ｕ０‖２
２ ＋ ε（ ｔ）‖ｕ１‖２ ＋‖η‖２

μ，２≤ ρ２，∀τ≤ ｔ － ｔ０ ．

２． ２　 时间依赖全局吸引子的存在性

定理１　 在方程（２） ～ （３）产生的过程Ｕ（ ｔ，τ）
中Ｈ ｔ 有一个不变的时间依赖吸引子Ｕ ＝ ｛Ａｔ｝ ｔ∈Ｒ ．

为了证明过程的渐近紧性，需要给出紧集的一

个拉回吸引子集族，可以将过程分解为衰减部分和

紧性部分的和．
把 ｆ分解为 ｆ ＝ ｆ０ ＋ ｆ１，其中 ｆ０，ｆ１ ∈ Ｃ２（Ｒ） ，且

有 ｋ≥０ 满足

ｆ１ ′（ｕ） ≤ ｋ，∀ｕ∈ Ｒ，

ｆ０ ′（ｕ） ≤ ｋ（１ ＋｜ ｕ｜ ４ ／ （ｍ－２）），∀ｕ∈ Ｒ， （２３）

ｆ０（０） ＝ ｆ０ ′（０） ＝ ０，
ｕｆ０（ｕ） ≥ ０，∀ｕ∈ Ｒ． （２４）
由引理 ４知 Ｂ ＝ ｛Ｂ ｔ（Ｒ０）｝ ｔ∈Ｒ 是一个时间依赖

吸收集，则∀ｚ（τ） ∈ Ｂ（Ｒ０），Ｕ（ ｔ，τ） ｚ（τ） 可分解为

ｚ（ ｔ） ＝ Ｕ（ ｔ，τ） ｚ（τ） ＝ ｛ｕ（ ｔ），ｕｔ（ ｔ），ηｔ（ ｓ）｝ ＝
Ｕ１（ ｔ，τ） ｚ（τ） ＋ Ｕ２（ ｔ，τ） ｚ（τ），
其中

Ｕ１（ ｔ，τ） ｚ（τ） ＝ （ｖ（ ｔ），ｖｔ（ ｔ），ζｔ（ ｓ）），
Ｕ２（ ｔ，τ） ｚ（τ） ＝ （ｗ（ ｔ），ｗ ｔ（ ｔ），ξｔ（ ｓ））

分别满足

ε（ ｔ）ｖｔｔ ＋ ｖｔ ＋ Ａｖ ＋ ∫
０

∞
μ（ ｓ）Ａζｔｄｓ ＋ λｖ ＋

ｆ０（ｖ） ＝ ０，

ζｔｔ ＝ － ζｔｓ ＋ ｖ，

ｖ ＝ Ａｖ ＝ ０，ζｔ ＝ Ａζｔ ＝ ０，
ｖ（ｘ，τ） ＝ ｖ０（ｘ，ｔ），ｖｔ（ｘ，τ） ＝ ｖ１（ｘ，ｔ），

ζｔ（ｘ，τ） ＝ ０，ζｔ（ｘ，ｓ） ＝ ηｔ（ｘ，ｓ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２５）

ε（ｔ）ｗｔｔ ＋ ｗｔ ＋ Ａｗ ＋ ∫
０

∞
μ（ｓ）Ａξｔｄｓ ＋ λｗ ＋

ｆ（ｕ） － ｆ０（ｖ） ＝ ｇ，

ξｔｔ ＝ － ξｔｓ ＋ ｗ，

ｗ ＝ Ａｗ ＝ ０，ξｔ ＝ Ａξｔ ＝ ０，
ｗ（ｘ，τ） ＝ ０，ｗｔ（ｘ，τ） ＝ ０，ξｔ（ｘ，ｓ） ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２６）

引理 ５　 ∃δ ＝ δ（Ｂ） ＞ ０，使
‖Ｕ１（ ｔ，τ） ｚ（τ）‖Ｈｔ

≤ Ｃｅ －δ（ ｔ －δ），∀ｔ≥ τ．
证 　 这里有‖Ｕ１（ ｔ，τ） ｚ（τ）‖Ｈｔ

≤Ｃ，用２（ｖｔ ＋
δｖ） 与式（２５） 作内积得

ｄ（ε（ ｔ）‖ｖｔ‖２ ＋ （１ ＋ ２λ）‖ｖ‖２
２ ＋ δ‖ｖ‖２ ＋

２δε（ｔ）（ｕｔ，ｕ）＋‖ ζｔ‖２
μ，２ ＋ ２（Ｆ０（ｖ），１）） ／ ｄｔ － ２δ（１ －

δε（ ｔ））（ｖｔ，ｖ） ＋ ３δ‖ｖ‖２
２ ／ ２ ＋ ２λδ‖ｖ‖２ ＋ （δ －

２ｋ０δ）‖ ζｔ‖２
μ，２ ＋ ２δ（ ｆ０（ｖ），ｖ） ≤ ０．

这里定义泛函

Λ０ ＝ ε（ｔ）‖ｖｔ‖２ ＋ （１ ＋ ２λ）‖ｖ‖２
２ ＋ δ‖ｖ‖２ ＋

２δε（ｔ）（ｕｔ，ｕ） ＋ ‖ζｔ‖２
μ，２ ＋ ２（Ｆ０（ｖ），１） ＝ ‖Ｕ１（ ｔ，

τ） ｚ（τ）‖Ｈ１ｔ ＋ δ‖ｖ‖２ ＋ ２δε（ｖｔ，ｖ） － ２（Ｆ０（ｖ），１），

其中 Ｆ０（ ｓ） ＝ ∫
０

ｓ
ｆ０（ｙ）ｄｙ．

因此有

‖Ｕ１（ｔ，τ）‖２
Ｈｔ
／ ２ ≤ Λ０（ｔ） ≤ Ｃ‖Ｕ１（ｔ，τ）‖２

Ｈｔ
． （２７）

由 Ｈöｌｄｅｒ不等式、Ｙｏｕｎｇ 不等式和 Ｐｏｉｎｃａｒé 不
等式得到

２δ ε（ｖｔ，ｖ） ≤ ２δＬ‖ｖｔ‖‖ｖ‖ ≤ ‖ｖ‖２２ ／ ４ ＋

４δ２Ｌε（ｔ）‖ｖｔ‖２ ／ λ２１．
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由条件（２４） 可得

ｄΛ０ ／ ｄｔ ＋ δ‖Ｕ１（ ｔ，τ）‖２
Ｈｔ
≤０，

利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，结合（２７） 式即证得引理 ５．
综合上面的内容可得

ｓｕｐ
ｔ≥τ
（‖Ｕ（ｔ，τ）ｚτ‖Ｈｔ

＋‖Ｕ１（ｔ，τ）ｚτ‖Ｈｔ
＋‖Ｕ２（ｔ，τ）·

ｚτ‖Ｈｔ
） ≤ Ｃ．

引理 ６　 ∃Ｍ ＝ Ｍ（Ｂ） ＞ ０ ，有
‖Ｕ２（ ｔ，τ） ｚτ‖Ｈ１ ／ ３ｔ

≤ Ｍ．
证 　 由 ｆ ＝ ｆ０ ＋ ｆ１ 可知

ｆ（ｕ） － ｆ０（ｖ） ＝ ｆ（ｕ） － ｆ（ｖ） ＋ ｆ（ｖ） － ｆ０（ｖ） ＝
ｆ（ｕ） － ｆ（ｖ） ＋ ｆ１（ｖ） ．

用 ２Ａ１ ／ ３（ｗ ｔ ＋ δｗ） 在 Ｌ２ 中与式（２６） 作内积得

ｄ（ε（ｔ）‖ｗｔ‖２１ ／ ３ ＋ （１ ＋２λ）‖ｗ‖２７ ／ ３ ＋‖ξｔ‖２μ，７ ／ ３ ＋
δ‖ｗ‖２

１ ／ ３ ＋ ２δε（ ｔ）（ｗ ｔ，Ａ１ ／ ３ｗ） ＋ ２（ ｆ（ｕ） － ｆ０（ｖ），
Ａ１ ／ ３ｗ） － ２（ｇ，Ａ１ ／ ３ｗ）） ／ ｄｔ ＋ ２δ（３ ／ ４ ＋ λ）‖ｗ‖２

７ ／ ３ ＋
（２ － ε′（ｔ） －２δε（ｔ））‖ｗｔ‖２１ ／ ３ ＋ （ρ －２δｋ０）‖ξｔ‖２μ，７ ／ ３ －
２δε（ｔ）（ｗｔ，Ａ１ ／ ３ｗ） ＋ ２δ（ｆ（ｕ） － ｆ０（ｖ），Ａ１ ／ ３ｗ） － ２δ（ｇ，
Ａ１／ ３ｗ） ≤ ２（ｆ ′（ｕ）ｕｔ － ｆ ′（ｖ）ｖｔ，Ａ１／ ３ｗ） ＋ ２（ ｆ１′（ｖ）ｖｔ，
Ａ１ ／ ３ｗ） ． （２８）

选择合适的常数 Ｃ ，定义下列泛函

Ｅ２（ ｔ） ＝ ε（ ｔ）‖ｗ ｔ‖２
１ ／ ３ ＋ （１ ＋ ２λ）‖ｗ‖２

７ ／ ３ ＋
‖ξｔ‖２μ，７ ／ ３ ＋ δ‖ｗ‖２１ ／ ３ ＋ ２δε（ｔ）（ｗｔ，Ａ１ ／ ３ｗ） ＋ ２（ｆ（ｕ） －
ｆ０（ｖ），Ａ１ ／ ３ｗ） － ２（ｇ，Ａ１ ／ ３ｗ） ＋ Ｃ． （２９）

事实上，很容易推导出

２δε（ｔ） （ｗｔ，Ａ１ ／ ３ｗ） ≤ δ‖ｗ‖２７ ／ ３ ＋ δＬε（ｔ）‖ｗ‖２１ ／ ３ ／ λ２１，
２ 〈ｇ，Ａ１ ／ ３ｗ〉 ≤ δ‖ｗ‖２

７ ／ ３ ＋ ‖ｇ‖２ ／ （δλ１） ．
利用 ｆ 的增长性，结合嵌入 Ｈ１０（Ω） ⤿ Ｌ６（Ω） 可得

２（ｆ（ｕ） － ｆ０（ｖ），Ａ１ ／ ３ｗ） ≤２‖ｆ（ｕ） － ｆ０（ｖ）‖‖Ａ１ ／ ３ｗ‖．
取 δ 足够小，使得

‖Ｕ２（ ｔ，τ） ｚτ‖２
Ｈ１ｔ ／ ２ ≤ Ｅ２（ ｔ） ≤ ２‖Ｕ２（ ｔ，τ） ·

ｚτ‖２
Ｈ１ｔ ＋ Ｃ． （３０）
处理式（２８） 右边的项

２（ｆ ′（ｕ）ｕｔ，Ａ１／ ３ｗ） ≤ ｃ（１ ＋‖ｕ‖２２）‖ｕｔ‖‖ｗ‖７／ ３≤
δ‖ｗ‖２

７ ／ ３ ／ ８ ＋ Ｃ，
－ ２（ ｆ ′（ｖ）ｖｔ，Ａ１ ／ ３ｗ） ≤ ｃ（１ ＋ ‖ｖ‖２

２）‖ｖｔ‖·
‖ｗ‖７ ／ ３ ≤ δ‖ｗ‖２

η，３ ／ ８ ＋ Ｃ． （３１）
又由条件（２３） 得

２（ ｆ１ ′（ｖ）ｖｔ，Ａ１ ／ ３ｗ） ≤ δ‖ｗ‖２
７ ／ ３ ／ ８ ＋ Ｃ． （３２）

将式（２９）、式（３１）、式（３２） 代入式（２８），取 δ
足够小，于是有

ｄＥ２（ ｔ） ／ ｄｔ ＋ δＥ２（ ｔ） ≤ Ｃ．
应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，结合式（３０） 即证得引理 ６．

引理７［２１⁃２２］ 　 假定μ∈Ｃ１（Ｒ ＋）∩ Ｌ２（Ｒ ＋）是一

个非负函数，且满足以下条件：若 ∃ｓ０ ∈ Ｒ ＋，使得

μ（ ｓ０） ＝ ０，则对所有的 ｓ ＞ ｓ０，有 μ（ ｓ） ＝ ０． 进一步

地，设 Ｂ０、Ｂ１、Ｂ２ 是 Ｂａｎａｃｈ空间，Ｂ０、Ｂ１ 是自反的，且
满足 Ｂ０ ⤿ Ｂ１ ⤿ Ｂ２，其中嵌入 Ｂ０ ⤿ Ｂ１ 是紧的． 设
Ｃ⊂Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｂ１） 满足：

（ｉ）Ｃ⊂ Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｂ０） ∩ Ｈ１μ（Ｒ ＋；Ｂ２），

（ｉｉ） ｓｕｐ
η∈Ｃ
‖η（ｓ）‖２

Ｂ１ ≤ ｈ（ｓ），∀ｓ ∈ Ｒ＋，ｈ（ｓ） ∈

Ｌ２μ（Ｒ＋），
那么 Ｃ 在空间 Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｂ１） 中是相对紧的．

∀ξｔ ∈ Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ１），Ｃａｕｃｈｙ 问题

ξｔｔ ＝ － ξｔｓ ＋ ｗ ｔ，ｔ≥ τ，
ξ ＝ ξτ

{
有唯一解 ξｔ ∈ Ｃ（ ［τ，∞）；Ｌ２μ（Ｒ＋；Ｈ１））且其可表示为

ξｔ（ ｓ） ＝ ｗ（ｘ，ｔ） － ｗ（ｘ，ｔ － ｓ），τ ＜ ｓ ＜ ｔ，
ｗ（ｘ，ｔ） － ｗ（τ），　 　 ｓ≥ ｔ．{

运用在文献［２０］ 的定理 ９ 中的方法，可以直接

得到以下结果．
引理 ８［２３］ 　 假设非线性项 ｆ 满足条件（６） ～

（７），外力项 ｇ∈ Ｌ２（Ω）且条件（９） ～ （１０）成立，对
任意给定的 Ｔ ＞ τ，∀ε ＞ ０，设 κτ ＝ 􀰓 （Ｕ２（Τ，
τ）Ｂ），则存在一个正常数 Ｎ１ ＝ Ｎ１（‖Ｂ‖）Ｈｔ

使得

（ｉ）κΤ 在空间 Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ１ ／ ３）∩Ｈ１μ（Ｒ ＋；Ｈ１）上是

有界的；
（ｉｉ） ｓｕｐ

ξ∈ｋｉΤ

‖ξ（ｓ）‖２
Ｈ１≤Ｎ１，其中{Ｕ２（ｔ，τ） } ｔ≥τ 是

方程（２６） 的解过程．
若􀰓 ：Ｈ１ × Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ１） → Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ１） 是一个

投影算子，则 κΤ 在空间 Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ１） 中是相对紧的．
根据引理 ７可得，κΤ 在空间 Ｌ２μ（Ｒ ＋；Ｈ１） 中是相

对紧的． 进一步地，由嵌入条件 Ｈ７ ／ ３ ⤿ Ｈ１ 可得下列

结论．
引理９　 在引理７的条件下，令 Ｕ２（ ｔ，τ）{ }ｔ≥τ 是

方程（２６）的解过程，则∀Ｔ ＞ ０，Ｕ２（Ｔ，τ）Ｂ０在Ｈ ｔ中

是相对紧的．
根据引理 ６ 和引理 ９ 可以考虑族 κ ＝ κｔ{ }ｔ∈Ｒ，

其中 κｔ ＝ ｚ（ ｔ） ∈Ｈ 　１ ／ ３
ｔ ：‖ｚ（ ｔ）‖Ｈ 　１ ／ ３

ｔ ≤ Ｍ{ }． 由

此可知κｔ 是紧的，此外，由于常数Ｍ与 ｔ无关，因此κ
是一致有界的． 最后，根据引理３、引理５、引理６和引

理 ９ 就可证得 κ 是拉回吸引的． 事实上，
δｔ（Ｂτ（Ｒ０），κｔ） ≤ Ｃｅ －α（ ｔ －τ），∀ｔ≥ τ，

其中 δｔ（Ｍ，Ｐ） 是 ２ 个 非 空 集 合 Ｍ、Ｐ 之 间 的

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ半距离． 因此过程 Ｕ（ ｔ，τ） 是渐近紧的，这
就证明了 Ｕ（ ｔ，τ） 的时间依赖全局吸引子 Ｕ ＝
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｛Ａｔ｝ ｔ∈Ｒ 的唯一性． 最后，通过引理 ３ 所述过程的强

连续性就能得到 Ｕ 的不变性．

２． ３　 吸引子的正则性

定理 ２　 若条件（４） ～ （１１） 成立，则方程（２）
的时间依赖吸引子｛Ａｔ｝ ｔ∈Ｒ 在 Ｈ 　１

ｔ 中有界且与时间 ｔ
无关．

证 　 ∀τ∈Ｒ和 ｚ（τ） ∈Ａｔ，将Ｕ（ｔ，τ）ｚ（ｔ）分解为

Ｕ（ ｔ，τ） ｚ（ ｔ） ＝ （ｕ（ ｔ），ｕｔ（ ｔ），ηｔ（ ｓ）） ＝ Ｕ３（ ｔ，
τ） ｚ（ ｔ） ＋ Ｕ４（ ｔ，τ） ｚ（ ｔ），
其中Ｕ３（ｔ，τ）ｚ（ｔ） ＝ ｛ｖ（ｔ），ｖｔ（ｔ），ζｔ（ｓ）｝，Ｕ４（ ｔ，τ） ｚ（ ｔ） ＝
｛ｗ（ ｔ），ｗ ｔ（ ｔ），ξｔ（ ｓ）｝ 分别满足

ε（ｔ）ｖｔｔ ＋ ｖｔ ＋ Ａｖ ＋ ∫
０

∞
μ（ｓ）Ａζｔｄｓ ＋ λｖ ＝ ０，

ζｔｔ ＝ － ζｔｓ ＋ ｖ，

ｖ ＝ Ａｖ ＝ ０，ζｔ ＝ Ａζｔ ＝ ０，
ｖ（ｘ，τ） ＝ ｕ０（ｘ，ｔ），ｖｔ（ｘ，τ） ＝ ｕ１（ｘ，ｔ），

ζｔ（ｘ，ｓ） ＝ ηｔ（ｘ，ｓ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３３）

ε（ ｔ）ｗ ｔｔ ＋ ｗ ｔ ＋ Ａｗ ＋ ∫
０

∞
μ（ ｓ）Ａξｔｄｓ ＋ λｗ ＋

ｆ（ｕ） ＝ ｇ，
ξｔｔ ＝ － ξｔｓ ＋ ｗ，

ｗ ＝ Ａｗ ＝ ０，ξｔ ＝ Ａξｔ ＝ ０，
ｗ（ｘ，τ） ＝ ０，ｗ ｔ（ｘ，τ） ＝ ０，ξｔ（ｘ，ｓ） ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

由引理 ５ 有

‖Ｕ３（ ｔ，τ） ｚ（τ）‖Ｈｔ
≤ Ｃｅ －δ（ ｔ －τ），∀ｔ≥ τ．

引理 １０　 由条件 （２） 和 （３） 有常数 Ｍ１ ＝
Ｍ１（ｕ），使得ｓｕｐ

ｔ≥τ
‖Ｕ４（ ｔ，τ） ｚτ‖Ｈ１ｔ ≤ Ｍ１ ．

证 　 用 ２Ａｗ ｔ ＋ ２Ａδｗ 与式（３３） 作内积得

ｄ（ε（ ｔ）‖ｗ ｔ‖２ ＋ ‖ｗ‖２
２ ＋ λ ｗ ２ － ε′（ ｔ） ·

‖ｗ２‖ ＋ ２（１ － δε（ ｔ））‖ｗ‖２ ＋ ‖ξｔ‖２
μ，２ ＋ ２（ ｆ，

Ａｗ） － ２（ｇ，Ａｗ）） ／ ｄｔ － ２δ（１ － δε（ ｔ））（ｗ ｔ，ｗ） ＋
３δ‖ｗ‖２ ／ ２ ＋ （ρ － ２δｋ０）‖ξｔ‖２

μ，２ ＋ ２λδ‖ｗ‖２ ＋
２δ（ ｆ０（ｗ），ｗ） ≤ ２δ（ｇ，Ａｗ） ．

令 Λ１ ＝ ‖Ｕ４（ ｔ，τ） ｚτ‖Ｈ　１　ｔ ＋ λ ｗ ２ － ε′（ ｔ）·

‖ｗ‖２ ＋ ２（１ － δε（ ｔ））‖ｗ‖２ ＋ ２（ ｆ，Ａｗ） － ２（ｇ，
Ａｗ） ＋ Ｃ．
当 δ 足够小时会有

‖Ｕ４（ ｔ，τ） ｚτ‖Ｈ　１　ｔ ／ ４ ≤ Λ１ ≤ ２‖Ｕ４（ ｔ，τ） ｚτ‖Ｈ　１　ｔ ＋
２Ｃ． （３４）

由式（３４） 可得

ｄΛ１ ／ ｄｔ ＋ δΛ１ ≤２（ ｆ ′（ｕ）ｕｔ，Ａｗ） ＋ δＣ．
这里 Ｃ（ ＞ ０） 是与 Ａｔ 在 Ｈ 　１ ／ ３

ｔ 中相关的界常数．

２〈ｆ ′（ｕ）ｕｔ，Ａｗ〉 ≤Ｃ（∫
Ω
（１ ＋｜ ｕ ｜ ４ ／ （ｍ－２））２ｄｘ）１ ／ ２·

（∫
Ω
（１ ＋｜ ｕｔ ｜ ２）ｄｘ） １ ／ ２（ ∫

Ω
Ａｗ ２ｍ／ （ｍ－２）ｄｘ） （ｍ－２） ／ ２ｍ ≤

Ｃ（１ ＋ ‖ｕ‖４ ／ （ｍ－２）
２ ）‖ｕｔ‖２‖ｗ‖２ ≤ δ‖ｗ‖２

２ ／ ２ ＋
Ｃ≤δΛ１ ／ ２ ＋ Ｃ，
故 ｄΛ１ ／ ｄＴ ＋ δΛ１ ／ ２ ≤ Ｃ．

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理和式（３４）知‖Ｕ４（ｔ，τ）ｚ（τ）‖Ｈ　１　ｔ

一致有界．
下面分析时间依赖吸引子的正则性．令Ｋ１ｔ ＝ ｛ｚ∈

Ｈ 　１
ｔ ：‖ｚ‖Ｈ１ｔ ≤ Ｍ１｝ ． 由式（３４） 和引理 １０知，∀ｔ∈

Ｒ，有
ｌｉｍ
τ→－∞

Ｓ（Ｕ（ ｔ，τ）Ａτ，Ｋ１ｔ ） ＝ ０，

其中 Ｓ（Ｍ，Ｐ） 为 ２ 个非空集合之间的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 距
离．由Ｕ的不变性有 Ｓ（Ａｔ，Ｋ１ｔ ） ＝ ０． 从而 Ａｔ⊂􀭵Ｋ１ｔ ＝
Ｋ１ｔ ，即证明了 Ａｔ 在 Ｈ 　１

　ｔ 中是有界的，并且其界与 ｔ∈
Ｒ 无关． 定理 ２ 得证．
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