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亚纯函数相对于ϕ(r)的[p,q]增长级 
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摘要: 利用亚纯函数的值分布理论研究了亚纯函数 f1, f2的四则运算 f1± f2, f1 f2, f1/ f2相对于实值函数ϕ(r)的
[p,q]增长级, 推广了原有的一些结果. 
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0  引理和结果 

本文使用 Nevanlinna 值分布理论中关于整函数
和亚纯函数增长级的定义[1-2]. 

定义 1  如果 ( )f z 为亚纯函数, 则 ( )f z 的增长
级定义为 

 ( ) lim log ( , ) / log
r

f T r f rρ
→∞

= . 

定义 2  如果 ( )f z 为整函数, 则 ( )f z 的增长级
定义为 

 
( ) lim log log ( , ) / log

lim log ( , ) / log .
r

r

f M r f r

T r f r

ρ
→∞

→∞

= =
 

在本文中 ,p q为正整数满足 1p q≥ ≥ , 为了刻

画 [ ],p q 级整函数的定义, 需引入一些记号, 对于充

分大的 r, 记 

1log log ,r r=  1log log (log )p pr r+ =  

且 

1exp e ,rr = 1exp exp(exp ),p pr r+ =  

并且记 

0exp ,r r=  0log r r= , 1 1log expr r− = ,  

1 1exp logr r− = . 
在过去的几十年中, 很多学者对[p,q]级整函数

进行了研究并得到了一些经典的结果[3-7], 并且这几
年有人把[p,q]级整函数引入到复线性微分方程中[8-9]. 

定义 3  当 ( )f z 为整函数时, 则 ( )f z 的[p,q]级
定义为 

 
[ , ] ( ) lim log ( , ) / log .p q p qr

f M r f rρ
→∞

=  

受到定义 3的启发, 并且与定义 1保持一致, 下
面给出亚纯函数 ( )f z 的[p,q]级定义. 

定义 4  当 ( )f z 为亚纯函数时, 则 ( )f z 的[p,q]
级定义为 

 
[ , ] ( ) lim log ( , ) / log .p q p qr

f T r f rρ
→∞

=  

近年来, 一些学者开始研究了 2 个函数的相对
[p,q]级[10-11], 在 2005年 B. K. Lahiri和 D. Banerjee
在文献[12]中给出了 2 个整函数的相对[p,q]增长级
的定义. 

定义 5   设 ( )f z , ( )g z 为非常数整函数, 记 

( )F z = { }max ( ) : ,f z z r=  

{ }( ) max ( ) : ,G z g z z r= =  

则 ( )f z 相对于 ( )g z 的 [ ],p q 增长级为 

{ }[ , ] 1( , ) inf 0 : ( ) (exp ( log ))p q p qf g F r G rρ μ μ−= > < ,  

 0 ( ) 0.r r μ> >  
由于 ( )F r 和 ( )G r 是关于 r的严格递增函数, 所

以都存在反函数 ( )1F r− 与 ( )1G r− . 与此同时 B. K. 

Lahiri和 D. Banerjee证明了定义 5与下面的定义是
等价的. 

定义 6  整函数 ( )f z 相对于整函数 ( )g z 的[p,q]
增长级为 

 
( ) 1

[ , ] 1

1 1
1

, lim log ( ( )) / log

lim log ( ) / log ( ).

p q p qr

p qr

f g G F r r

G r F r

ρ −
−

→∞
− −

−
→∞

= =
 

定义 7  设 ( )S r 是在 ( )0 ,r +∞ 上定义的实函数 , 
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其中 0 0r ≥ , 若 ( )S r 在该区间内非负且非减, 则它

的增长级 λ定义为 

lim log ( ) / log
r

S r rλ +

→∞
= . 

受定义 7 的启发, 自然想到亚纯函数 ( )f z 相对

于实函数 ( )rϕ 的[p,q]增长级, 并给出它的定义为 

定义 8  设 ( )rϕ 是在 ( )0 ,r +∞ 上定义的实函数, 

其中 0 0r ≥ , 若 ( )rϕ 在该区间内非负递增且

lim ( )
r

rϕ
→∞

= +∞ , 则亚纯函数 ( )f z 相对于 ( )rϕ 的[p,q]

增长级定义为 

[ , ] ( , ) lim log ( , ) / log ( ).p q p qr
f T r f rρ ϕ ϕ

→∞
=  

众所周知, 对于 2 个有限级的亚纯函数, 已经
有以下一些经典的结论. 

定理A  设 1( )f z 和 2 ( )f z 为有限级的亚纯函数, 
则有 

( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2max ,f f f fρ ρ ρ± ≤ ,  

( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2max ,f f f fρ ρ ρ≤ . 

定理 B  设 1( )f z 和 2 ( )f z 为有限级的亚纯函数, 

满足 ( ) ( )1 2f fρ ρ< , 则有 

( ) ( )1 2 2f f fρ ρ± = , ( ) ( )1 2 2f f fρ ρ= . 

定理 C  设 ( )f z 为有限级亚纯函数, 则有 

( )( ) .f fρ ρ ′=  

易知在以上定理A~定理 C中, 把有限级亚纯函
数换成[p,q]级亚纯函数, 结论也同样成立. 类似地,
以上定理对于整函数的相对[p,q]级也成立, 并且在
文献[12]中已得到了以下结果. 

定理 D  若 1 2( ), ( )f z f z 和 ( )g z 是整函数, 则  

( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , ,p q p q p qf f g f g f gρ ρ ρ± ≤ , 

其中当 

( ) ( )[ , ] 1 [ , ] 2, ,p q p qf g f gρ ρ≠  

时, 等号成立. 
定理 E  若 1 2( ), ( )f z f z 和 ( )g z 是整函数 , p −  

1 q> , 则 

(i) ( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , ,p q p q p qf f g f g f gρ ρ ρ≤ ;  

(ii) 当 ( ) ( )[ , ] 1 [ , ] 2, ,p q p qf g f gρ ρ≠ 时, ( )i 中等号成立; 

(iii) 当 1 2/f f 为整函数时, 

( )[ , ] 1 2/ ,p q f f gρ ≤ ( ) ( ){ }[ , ] 1 [ , ] 2max , , , ,p q p qf g f gρ ρ  

其中当 

( )[ , ] 1,p q f gρ ≠ ( )[ , ] 2 ,p q f gρ  

时, 等号成立. 

定理 F  若 ( )f z 和 ( )g z 都是超越整函数, 则 

( ) ( )
( ) ( )

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

, ,

, , .
p q p q

p q p q

f g f g

f g f g

ρ ρ

ρ ρ

′= =

′ ′ ′=
 

自然会问, 以上几个结论对于亚纯函数的相对

于实函数 ( )rϕ 的[p,q]级是否也成立. 本文解决了这

个问题, 并得到以下结论. 
定理 1  若 1( )f z 和 2 ( )f z 都是亚纯函数 ,  设

( )rϕ 是在 ( )0 ,r +∞ 上定义的实函数, 其中 0 0r ≥ , 若

( )rϕ 在该区间内非负递增且 lim ( )
r

rϕ
→∞

= +∞ , 则 

( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , ,p q p q p qf f f fρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ± ≤ , 

其中当 

( ) ( )[ , ] 1 [ , ] 2, ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ≠  

时, 等号成立. 

定理 2  若 1( )f z 和 2 ( )f z 都是亚纯函数 , ( )rϕ

满足定理 1中的条件, 则 

(i) ( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , ,p q p q p qf f f fρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ≤ ;  

(ii) 当 ( ) ( )[ , ] 1 [ , ] 2, ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ≠ 时, (i)中等号成立; 

(iii) ( ) ( ) ( )[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max{ , , , },p q p q p qf f f fρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ≤

其中当 

( )[ , ] 1,p q fρ ϕ ≠ ( )[ , ] 2 ,p q fρ ϕ  

时, 等号成立. 
由上述定理 1和定理 2, 很容易推出下列推论 1. 

推论 1  设 ( )P z 是一个多项式, ( )f z 是亚纯函

数, ( )rϕ 满足定理 1中的条件, 则 

( ) ( )[ , ] [ , ]( ), ,p q p qP f fρ ϕ ρ ϕ= . 

定理 3  设 ( )f z 是超越亚纯函数, 若定理 1 中

的 ( )rϕ 还满足 lim log ( ) / log ( ) 1q qr
r rϕ α ϕ

→∞
= , 其中

1α > 为某个正常数, 则 

( ) ( )[ , ] [ , ], ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ′ = . 

注1  定理 3中对 ( )rϕ 的限制条件 

lim log ( ) / log ( ) 1q qr
r rϕ α ϕ

→∞
=  

说明了 ( )rϕ 的增长速度不能太快 , 例如不能超过

{ }expq r . 

1  引理 

引理 1  设 1 2, , , mf f f 为m个亚纯函数, 则有 

(i) ( ) ( )1 2
1

, ,
m

m i
i

T r f f f T r f
=
∑≤ ; 
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(ii) ( ) ( )1 2
1

, , log
m

m i
i

T r f f f T r f m
=

+ + + +∑≤ . 

引理 2  设 ( )f z 为亚纯函数满足 ( )0f ≠ ∞ , 则 

∀ 1τ > 与 0r > , 有 

( ) ( ) ( ) ( ), , log 4 log 0T r f C T r f r fτ τ τ+ +′< + + + , 

其中Cτ 是与τ 有关的正常数. 

注 2  引理 2 中的条件 ( )0f ≠ ∞不是必要的, 一

般可以忽略. 

2  定理的证明 

定理 1 的证明  令 [ ] ( )1 1, ,p q fρ ρ ϕ= ,  2ρ =  

[ ],p qρ ( )2 ,f ϕ , { }1 2max ,b ρ ρ= . 由定义 7, 对于任意

给定的 0ε > 以及充分大的 r , 可得 

 
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

1

2

, exp log ,

, exp log .

p q

p q

T r f b r

T r f b r

ε ϕ

ε ϕ

+

+

≤

≤
 (1) 

所以对于充分大的 r , 由引理 1及(1)式可得 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
1 2 1 2, , , log 2

2exp log log 2.p q

T r f f T r f T r f

b rε ϕ

± + +

+ +

≤ ≤
 

(2)
 

因此由(2)式可得   

[ ] ( )1 2, ,p q f f bρ ϕ ε± +≤ . 

由 ε 的任意性可知 

( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , , .p q p q p qf f b f fρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ± =≤  

不妨设 2 1ρ ρ< , 选取 ε 满足 1 20 ( ) / 2ε ρ ρ< < − , 

由上极限的定义可知, 存在一列 { } 1n nr ∞
= 满足  

 
( ) ( ) ( ){ }1 1, exp logn p q nT r f rρ ε ϕ> − , (3) 

并且对于充分大的 ,nr 有 

 ( ) ( ) ( ){ }2 2, exp logn p qT r f rρ ε ϕ< + . (4) 

由引理 1及(3)~(4)式可得 

( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , log 2n n nT r f f T r f T r f± − −≥ ≥  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2exp log exp logp q n p q nr rρ ε ϕ ρ ε ϕ− − + ≥  

 ( ) ( ){ }1exp log 2p q nrρ ε ϕ− . (5) 

由(5)式可得 

[ ] ( )1 2 1, ,p q f fρ ϕ ρ ε± −≥ . 

由 ε 的任意性可得 

( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 1 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , , ,p q p q p qf f f fρ ϕ ρ ρ ϕ ρ ϕ± =≥  

因此当 

( ) ( )[ , ] 1 [ , ] 2, ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ≠  

时, 有 

( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , ,p q p q p qf f f fρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ± = . 

定理 2 的证明  (i) 令 [ ] ( )1 1, ,p q fρ ρ ϕ= , 2ρ =  

[ ] ( )2, ,p q fρ ϕ , { }1 2max ,b ρ ρ= . 对于任意给定的

0ε > 以及充分大的 r , 由引理 1及(1)式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , 2exp log .p qT r f f T r f T r f b rε ϕ+ +≤ ≤  

因此有  

[ ] ( )1 2, , .p q f f bρ ϕ ε+≤  

由 ε 的任意性可知 

( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , ,p q p q p qf f b f fρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ=≤ . 

(ii)不妨设 2 1ρ ρ< , 选取 ε 满足 10 (ε ρ< < −  

2 ) / 2ρ . 由 Nevanlinna 第一基本定理有  

 ( ) ( )2 2, ,1 ,T r f T r f C= +  (6) 

其中 C 为某一实常数, 且每次出现不必相同. 类似
定理 1的证明中(3)~(4)式, 有 

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,1n n nT r f f T r f T r f C− + >≥  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2exp log exp logp q n p q nr rρ ε ϕ ρ ε ϕ− − + ≥  

 ( ) ( ){ }1exp log 2p q nrρ ε ϕ− . 

因此  

[ ] ( )1 2 1, , .p q f fρ ϕ ρ ε−≥  

由 ε 的任意性可得 

( ) ( ) ( ){ }[ , ] 1 2 1 [ , ] 1 [ , ] 2, max , , , .p q p q p qf f f fρ ϕ ρ ρ ϕ ρ ϕ=≥
 

因此当 ( ) ( )[ , ] 1 [ , ] 2, ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ≠ 时, 

( )[ , ] 1 2 ,p q f fρ ϕ =  

( ) ( ){ }[ , ] 1 [ , ] 2max , , ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ . 

( )iii 由(6)式易知 

[ , ] 2 [ , ] 2( , ) (1/ , )p q p qf fρ ϕ ρ ϕ= , 

再由结论(i)与(ii)可得结论(iii)成立.  
定理 3 的证明  因为 ( )f z 为超越亚纯函数, 因

此对于充分大的 r , 有 

( ) ( ), 3 ,T r f T r f′ ≤ , 

因此 

[ ] ( ) [ ] ( ), ,, ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ′ ≤ . 

另一方面, 由引理 2, 有  

 ( ) ( ) ( ), , log
( 1, 0).
T r f C T r f r C

C
α

α

α α
α

+′< + +

> >
 (7) 

因为 ( )f z 为超越亚纯函数, 故有 log ( ( , ))r o T r fα ′= , 
因此当 r充分大时, 由(7)式有 

( ) ( ), ( 1) ,T r f C T r fα α ′< + , 

即 
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( ) ( )

( )

log , log ,
lim lim

log ( ) log ( )

log , log ( )
lim lim .

log ( ) log ( )

p p

r rq q

p q

r rq q

T r f T r f
r r

T r f r
r r

α
ϕ ϕ

α ϕ α
ϕ α ϕ

→∞ →∞

→∞ →∞

′

′

≤ ≤

 

又由 lim log ( ) / log ( ) 1q qr
r rϕ α ϕ

→∞
= , 可得 

[ ] ( ) [ ] ( ), ,, ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ′≤ , 

因此 

[ ] ( ) [ ] ( ), ,, ,p q p qf fρ ϕ ρ ϕ′ = . 
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Meromorphic Functions of Relative [p,q] Order to ϕ(r) 
TU Jin1, LIU Cui-yun1, XU Hong-yan2 
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Abstract: The relative [p,q] order of meromorphic functions f1± f2, f1 f2, f1/ f2 to ϕ(r) are investigated by using the 
theory of value distribution of meromorphic functions, and some results are obtained which are the improvement 
and extension of previous results. 
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