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摘要: 采用矩阵像分解技术和零效应搜索法来讨论饱和模型的数据分析, 对零成分导出了相应的线性约束
条件. 通过饱和正交表列效应的线性约束条件的问题进行适当变换, 使其等同于一个子成分的显著性检验问
题, 再利用零成分搜索法判断其是否为零成分, 可以完满地解决该问题.  
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中图分类号: O 212.6          文献标志码: A 

关于参数线性约束条件的检验, 是统计学家非
常关心的问题之一, Tukey在 20世纪 80年代发表了
这方面的专著. 文献[1]综合讨论了正交表列效应的
约束条件检验的一般形式, 文献[2]针对不饱和正交
表进行了专门论述 . 本文重点讨论正交饱和模型 , 
针对同列中效应参数的一般线性约束条件给出了检

验方案, 然后给出了模拟实例.  

1  零成分搜索法 

在进行正交设计数据分析时, 采用矩阵像技术[3-9]

比传统方法更加有效. 文献[1]首次提出了零成分搜
索法, 它是解决正交饱和模型的一种有效方法. 主
效应模型中各列的效应之和恒为0, 这是一个不需要
检验的线性约束条件. 为了叙述简洁起见, 本文将
不再讨论正交饱和模型中的参数估计等与约束条件

无关的问题.  

1.1  正交饱和模型   

考虑饱和正交表 1( ) ( )n m ij n mL bν ν ×" = 的主效应

模型:  

 
1

2
1 , (0, ),
i im

i i ib mby Nμ β β ε ε σ= + + + +" ∼  (1)  

其中 1, , .i n= " 简记成向量形式为 
 0 1 .m= + + + +"Y Θ Θ Θ ε  (2) 

假设饱和正交表 Ln(v1…vm)各列对应的矩阵像
依次记为 1, , m"A A , 记总均值列对应的矩阵像为

0A , 这些矩阵像的有关定义参见文献[3-4]. 由矩阵

像的基本定义, 其对应向量模型有分解式: 
 0 1 ,n m= + + +"I A A A  (3) 
且对应向量模型, 容易得出, 对应的自由度分解式
及矩阵像秩的分解式相同, 均为 
 1 m1 ( 1) ( 1).n ν ν= + − + +" -  (4) 

利用饱和正交表的矩阵像, 可以很方便求出总平

方和 T
0( )T nSS −=Y I A Y , 各列平方和 T ,j jSS =Y A Y  

j = 1, , .m"  
1.2  零成分搜索具体步骤   

零成分搜索法在文献[1]中已经做了详细论述 , 
这里只简述其具体步骤:  

步骤 1  对饱和正交表的秩 ( 1)jν − 大于 1 的矩

阵像, 其可分解成 ( 1)jν − 个投影矩阵(秩为 1). 具体做

法如下: 找出矩阵像 jA 对应特征值为 1的正交规格化

特征向量 1 , 1, ,
jj j ν −"ζ ζ ,  从而有 T

1 1j j j= + +"A ζ ζ  
T

, 1 , 1j jj jν ν− −ζ ζ . 

令 T
, , 1, , 1j x jx jx jx ν= = −"A ζ ζ , 因 此 ,1, ,j "A  

, 1jj ν −A 均为秩为 1 的投影矩阵, 对模型参数 jΘ ,记

, ,j x j x j= Aθ Θ , 称其为 jΘ 的子成分 , 而称 ,j xA 为设

计 1 mnL ν ν"（ ）的第 j列的子矩阵像. 
步骤2  容易得到如下分解式: 

n n= −Iτ 0 =A  
11,1 1, 1 ,1mν −+ + + + + +" " "A A A  

, 1,
mm ν −A  
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其中 1,1, ,"A
11, 1 ,1 , 1, , , ,

mm mν ν− −" "A A A 均为秩为 1 的

子矩阵像, 共(n−1)个. 
根据这些子矩阵像 , 可以得到平方和 ,j xSS =  

T
, , 1, , 1, 1, , ,j x jx j mν= − =" "Y A Y 且

1

,
1

,
j

j j x
x

SS SS
ν −

=
∑=  

1, ,j m= " . 由柯卡伦定理,各平方和之间相互独立; 
步骤 3  对这(n−1)个子成分, 可以构造(n−2)个W

统计量. 利用这些 W 统计量, 找出其中的零成分. 
不妨假设其中 u 个子成分为零成分(假设为 1, , u"θ θ ), 
其对应的子平方和记为 1, , uTT TT" , 那么其余 n−1−u
个子成分都是非零成分(假设为 1 1, ,u n+ −"θ θ ), 其对
应的子平方和记为 1 1, ,u nTT TT+ −" ; 

步骤 4  利用 2
1ˆ ( ) /uTT TT uσ = + +" 来估计方差. 

针对其它 n−1−u 个非零成分 νθ  (对应的子平方和为
TTν ), 考虑假设检验问题 
 0 1: , :H Hν = 0θ ν ≠ 0θ ,  (5) 

构造 F 统计量: 
1

,
( ) /u

TT
F

TT TT u
ν

ν =
+ +"

1, ,uν = + "  

1n − ; 在原假设成立的条件下 Fν 服从 F(1,u)分布. 利
用该性质可以判断该子成分是否为零成分.  

2  线性约束条件的导出 

前文已经通过构造W统计量和 F统计量的方法
找出所有不显著的子成分.  

针对存在不显著子成分的列, 可以增加一个线
性约束条件. 不妨假设第 j列的子成分 jxθ (其对应的

矩阵像为 T
,j x jx jx=A ζ ζ , 其对应的子平方和为 vTT )

是不显著的子成分 , 视为 0, 即 jx jx j= =Aθ Θ  
T ,jx jx j = 0ζ ζ Θ 从而, T

jx j = 0ζ Θ 或者 T
j jx = 0Θ ζ . 此即

所求约束条件.  

3  一般线性约束条件的检验 

应用工作者在试验前可能对列效应的一些信息

有所了解, 或者在试验后由参数的估计值有可能推
断某个约束条件成立, 这些先验信息对试验设计来
说很有意义. 因此, 寻求检验这些约束条件是否成
立的方法是有价值的.  

讨论饱和正交表第 j 列列效应的约束条件的假
设检验问题:  

 T T
0 1: ; :j j j jH H= ≠0 0C Cβ β , (6) 

其中 Cj为 jν 维非零列向量, 假设
1

T( , , )
jj j jc c

ν
= "C . 

首先对约束条件进行如下变换. 

(i)将 T
j j = 0C β ,

1

T( , , )
jj j jc c ν= "C 变换为 T

j j =L Θ  

1

T, ( , , )
nj j jl l=0 "L 型的约束条件 . 这里选取最简单

的变换方法: 如果在 jΘ 的所有行中 jxβ 首次出现, 则

jL 对应行的元素选取为 jβ 中 jxβ 所在行对应的 jC 的

元素, 否则为 0.  
(ii)假设

1 , 1, ,
jj j ν −"ζ ζ 为矩阵像 jA 的特征值为 1

的一组正交规格化特征向量 , 不妨将其扩充到 nR
空 间 上 的 一 组 正 交 规 格 化 基 1 , 1, , ,

jj j ν −"ζ ζ  

, ,, ,
jj j nν "ζ ζ . 故存在一组不全为 0 的实数 1, , nk k" , 

使得 1 1 ,j j n j nk k= + +"L ζ ζ . 实际上, 对该等式两边

同时左乘 T
jiζ , 就可以得到 T , 1, , .i ji jk i n= = "Lζ  

由于 jΘ 的最小二乘无偏估计为 ˆ ,j j= A YΘ  即

ˆ
j j jE E= = A YΘ Θ , 又由于 jA 是投影矩阵 , 所以

j j j= AΘ Θ .  

令 T T T T
j j j j j j j j j jSS = =L L A L L AΘ Θ Θ Θ , 将 j =L  

1 1 ,j n j nk k+ +"ζ ζ 代入该式 , 由于 T
1 1j j j= + +"A ζ ζ  

T
, 1 , 1j jj jν ν− −ζ ζ , 因此有 

T1 1
T

1 1

j j

j j i ji i ji j j
i i

TT k k
ν ν− −

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑A AΘ ζ ζ Θ  

T1 1

1 1

j j
T
j i ji i ji j

i i
k k

ν ν− −

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑Θ ζ ζ Θ .  

令
1

1
1

j

i ji
i
k

ν −

=
= ∑η ζ , 检验

1

T
j = 0η Θ 与检验 T

j j = 0L Θ

等价. 
(iii)如果 1 1, ,

j
k kν −" 这组值全为 0, 那么 SS=0恒

成立, 也就有 T
j j = 0L Θ 恒成立, 此时问题已经解决; 

如果 1 1, ,
j

k kν −" 至少有 1 个不为 0, 那么将 1η 扩张成

jA 的特征值为 1 的特征向量空间的一组基 1, ,"η  

1jν −η .对这组基进行规格正交化, 得到
1

* =η 1
T
1 1

,
η

η η
 

1

* *
2 , ,

jν −
"η η .  

对该组规格正交化特征向量
1 1

* * *
2, , ,

jν −
"η η η , 利

用零成分搜索法判断 TT对应的子成分
1

*T
jη Θ 是否显

著可以考察约束条件
1

*T
j = 0η Θ 是否成立, 其与检验
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1

T
j = 0η Θ 等价, 进而与检验 T

j j = 0C β 等价.  

4  模拟分析 

为了对一般线性约束条件的检验方法有更为直

观地认识, 下面将给出一个具体的模拟实例.  

例 1  取饱和正交表 4
9

1 1 1 1
1 2 2 2
1 3 3 3
2 1 2 3

(3 ) ,2 2 3 1
2 3 1 2
3 1 3 2
3 2 1 3
3 3 2 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L  

统 计 分 析 模 型 写 成 向 量 形 式 为

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y
y
y
y
y
y
y
y
y

μ
μ
μ
μ
μ
μ
μ
μ
μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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21 3111 41

22 3211 42

23 3311 43

12 21 32 43

12 22 33 41

12 23 31 42

13 21 33 42

13 22 31 43

13 23 32 41

β ββ β
β ββ β
β ββ β

β β β β
β β β β
β β β β
β β β β
β β β β
β β β β
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3

4

5

6

7

8

9

,

ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε
ε

⎛ ⎞⎞
⎜ ⎟⎟
⎜ ⎟⎟
⎜ ⎟⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠

简记为 0= +Y Θ  

1 2 3 4 .+ + + +Θ Θ Θ Θ ε  模型约束条件:  

11 12β β+ + 13 21 22 230, 0,β β β β= + + =  

31 32 33 41 42 430, 0.β β β β β β+ + = + + =  

记 
T

1 11 12 13( , , ) ,β β β=β T
2 21 22 23( , , ) ,β β β=β  

T T
3 31 32 33 4 41 42 43( , , ) , ( , , ) .β β β β β β= =β β  
先随机取定一组参数(效应参数选取时为了更好

地考察模型效果, 选取参数时应该满足如下原则: 应
该满足基本的约束条件 ), 再产生 9 个随机数

2(0, )i Nε σ∼ , 如果该因子为活动因子, 那么其绝对

值应该大于 3σ ; 如果该因子为不活动因子, 那么可
以取该参数值为 0. 由上述模型可得 9个观测值. 再
由 9 个观测值对参数做估计并且进行方差分析, 并
利用上述的约束条件检验方法, 对给定的线性约束
条件进行检验. 随机得到一组参数值和随机数值如
表 1、表 2所示.  

这里希望检验线性约束条件 11 122β β= 是否成立, 

即若令 T
1 (2, 1,0)= −C , 则约束条件为

1

T
1 = 0C β . 

不 妨 取 T
1 (2,0,0, 1,0,0,0,0,0)= −L ,从 而 检 验

T
1 1 = 0C Θ 与检验 T

1 1 = 0C β 等价. 

再进一步将问题转化, 直到变成一个零成分搜 
索的问题, 可以得到零成分搜索表(见表 3). 

由表 3 可知, 如果选取显著性水平为 0.05, 找
到 2 个零成分, 分别对应到第 1列和第 2列. 第一
个零成分对应的恰是线性约束条件所对应的子成

分 . 从而 , 在统计学意义上 , 该约束条件可以认为
是成立的. 
 

表 1  总均值及各列效应值 

μ β1 β2 β3 β4 
47 (3,6,−9)T (10,8,−18)T (6,8,−14)T (8,12,−20)T

 

 
表 2  随机数及观测值(σ2=4)  

εi 0.472 4 0.616 6 −0.920 1 1.975 5 0.189 0 −2.136 0 −4.069 5 2.340 5 −1.374 8 

yi 74.472 4 78.616 6 −2.920 1 52.975 5 55.189 0 50.864 0 41.930 5 34.340 5 34.625 2 

 
表 3  零成分搜索表 

子成分序号 1 2 3 4 5 6 7 8 

子平方和 0.1 0.3 294.2 342.9 437.4 714.6 1 261.9 1 650.9 

对应列 1 2 4 3 1 3 4 2 

W统计量 0 0.544 6 1.120 2 0.031 1 0.228 8 0.905 4 1.967 3 1.234 4 

W临界值(0.05) 0 3.964 9 0.911 8 2.866 0 5.182 7 7.686 0 12.171 8 24.128 6 

P值 0 0.687 9 0.001 3 0.926 8 0.741 9 0.461 6 0.388 1 0.711 3 

是否零成分 Yes Yes No No No No No No 
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Test of Linear Constraint Equation in Column Effect of 

Saturated Orthogonal Arrays 

LUO Chun1, LI Wei2, PAN Chang-yuan2 

(1. College of Sciences, Shanghai College of Applied Technology, Shanghai 200235, China; 
2. College of Mathematics and Informatics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China; 

3. Biostatistics Department, Excel PharmaStudies Incorporated, Shanghai 200021, China) 

Abstract: Data analysis in orthogonal saturated model is discussed by doing decomposition to matrix images and 

Procedure of Searching Zero-Decomposition. And the linear constraint equation for some zero-decomposition is de-

duced. By transforming the test problem of general linear constraint equation to significant test of a decomposition of 

column effcet and applying Procedure of Searching Zero-Decomposition, this problem is perfectly solved at last. 

Key words: orthogonal arrays; constraint equation; projection matrices; matrix images; saturated model 
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