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自由势场中变质量粒子的透射率研究 
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摘要: 利用分析转移矩阵方法, 研究了变质量分布粒子在1维自由势场(V(x)=0)中的透射率. 通过点正则变换, 
发现变质量分布粒子的透射谱与其等效势场的类型密切相关. 当等效势为势阱, 则在本征能级处透射率达到
极大; 而为势垒时, 如果粒子入射能量小于势垒高度, 则透射率非常小, 一旦粒子能量大于势垒高度, 透射
率则在 1附近震荡.  
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0  引言 

由于变质量分布问题在半导体[1]、量子点[2]、量

子流体[3]、3He 簇[4]、金属簇[5]等系统中研究电学性

质有比较广泛的应用, 所以变质量 Schrödinger方程
的求解引起了人们极大的兴趣. 相比质量恒定的情
况, 变质量系统的 Schrödinger 方程求解更为复杂. 
通常很难找到它的解析解, 但是对于某些特殊质量
分布, 人们可以用超对称量子力学[6]、路径积分[7]、

李代数[8-9]、点正则变换(point canonical transforma-
tion, PCT)[10-11]等方法来得到其解析解. PCT的基本
思想是将质量恒定的物理系统作为参考问题, 变质
量的物理系统看作目标问题, 通过坐标变换在参考
问题的方程与目标问题的方程之间建立联系得出

等效势场. 若等效势场为精确可解势, 如 Coulomb
势、Morse势等, 则变质量 Schrödinger方程能得到
解析解.  

另一方面 , 基于分析转移矩阵方法 (analytical 
transfer matrix method, ATMM)[12]的反射率及透射

率公式广泛地应用于各种势场中粒子反射和透射

的计算 [13-15], 并发现量子反射即是子波反射 [16]和

在势垒两旁加上合适的势阱出现透射增强等奇特

现象 [17]. 与文献 [13-15]不同的是 , 本文考虑自由
势场 (即 ( ) 0V x = ), 并研究变质量分布对透射率的
影响.  

1  点正则变换(PCT) 

当粒子质量依赖于空间位置时, 1维 Schrödinger

方程写为 

 d 1 d ( ) ( ) ( ) ( ),
d 2 ( ) d

x V x x E x
x m x x

ψ ψ ψ− + =  (1) 

其中 ( )xψ 、 ( )V x 、 E分别为波函数, 势函数和粒子

能量 , 取 1== . 令波函数 1 4( ) ( ) ( ( ))x m x y xψ φ= 和
1 2d / d ( )y x m x= , 并代入 (1)式 , 则变质量分布方程

转变为常质量方程 

 
2

2
1 d ( ) ( ) ( ) ( ),
2 d eff
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φ φ φ− + =  (2) 

(1)式与(2)式具有相同的能谱, 两势函数的关系为 
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2 2
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其中 ( )effV y 为转变后的势函数, 即等效势场, ( )V y

为(1)式中原来的势函数, ( )mV y 则是跟变质量分布
有关的等效势场 . 本文取零势场 ( ) 0V y = , 这样等
效势场则完全由变质量分布决定.  

2  ATMM 透射率公式 

对于变质量分布 Schrödinger方程(1)式, 对在区
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间 [ ]0, s 内任意连续的质量分布 ( )m x 和势函数 ( )V x

进行分层, 当分层数足够大时, 可以认为每层内质
量与势均为常量 . 由 ( )xψ 及一阶导数 ( )xψ ′ 在分层

处连续, 推导出 ATMM反射系数公式 
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分别代表始

点与末点处的反射系数. 根据 ATMM 定义, 总波矢

2 2
( )( ) ( )
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q m mK x x
m q
κ κκ

κ
′ ′−

= +
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是 由 主 波 波 矢 ( )xκ =  

2 ( )( ( ))m x E V x− 和散射子波波矢 2 2
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m q
κ κ

κ
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两部

分组成 . 值得一提的是 , 子波项中 ( )q x = ( ) /xψ ′−  

( )xψ 的求解看似与波函数相关联, 实际上并不需要

求解波函数 . 因此反射率与透射率则可以通过
*R rr= 和 1T R= − 求得.   

3  透射谱及结果分析 

下面选取2种变质量分布粒子, 并计算其穿透自
由势场的几率. 第 1种变质量分布函数为 

 2 2 2
1( ) ,

2( 1)
m x

xα
=

+
 (5) 

经过变换, 其等效势场为 

 
2

2
2
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2 2coseffV y y
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(6)式为一势阱, 本征能量由下式给出 

 
2

2 4 5 1 1 ,
2n

nE α±
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∓  (7) 

其中上标 ±分别标志偶宇称与奇宇称. 等效势场的
本征能量如表 1所示.  
 

表 1  等效势场的本征能量 

2 2 2
1( )

2( 1)
m x

xα
=

+
 

(α=1) 2 2 2
1( )

2( 1)
m x

xα
=

+
 (α=2) 

n 宇称 本征能量 n 宇称 本征能量 

0 偶 3 0 偶 12 
0 奇 8 0 奇 32 
1 偶 15 1 偶 60 
1 奇 24    
2 偶 35    
2 奇 48    

 

图 1 为第 1 种变质量分布图, 其中参数取α=1、 
2, 其质量分布为单垒形式. 从图2 中可以发现其透
射率的共振峰恰好发生在等效势场的本征能量处 . 
将 (5)式稍做改动 , 使变质量分布为双垒结构 , 即

2 2 2 2( ) 1/ 2( ( ) 1) 1/ 2( (m x x xα β α= + + + − 2 2) 1)β + , 其

质量分布也画在图 1 中, 其中参数取为 1,α =  6.β =

此时图 2 中透射率为 1 的点则一分为二, 可以推断
其等效势场为双势阱形式, 所对应的本征能级也发
生分裂.  

 

 
 

图 1  第 1 种变质量分布图 
 

 
 

图 2  第 1 种变质量分布的透射谱 
 

第 2种变质量分布为 

 2 2( ) /(1 ),m x xα= +   (8) 
其等效势场则为 

 2 2
1 1( ) 1 ,

8 cosh ( )effV y
yα α

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
  (9) 

(9)式为势垒, 是由 Pöschl-Teller 势垒加上一个常数组

成 , 其势垒最高值为 2
top 1/(4 )V α= . 对于 1α = 、 

0.5 0.2、 , 势垒峰值分为 top 0.25V = 、1、 6.25 . 从图 3~

图 4 中可以看出, 对于粒子入射能量小于垒高区间, 
其透射率非常小. 而一旦入射能量大于垒高, 其透射
率则在 1附近震荡, 即出现所谓量子反射情形.  
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图 3  第 2 种变质量分布图 
 

 
 

图 4  第 2 种变质量分布的透射谱 

4  结论 

本文将变质量分布粒子的透射谱与其等效势场

联系起来, 发现等效势为势阱, 则在本征能量处透

射率达到极大. 而为势垒时, 在粒子入射能量小于

势垒高度区间, 透射率非常小, 一旦粒子能量大于

垒高, 透射率则在 1附近震荡.  
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The Transmission Probability of Position-Dependent-Mass 
Particle Through the Free Potential Field 
YU Zi-xing1, LI Xin-hua2, LI Cui-cui1, SANG Ming-huang1* 

(1. College of Physics & Communication Electronics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China; 
2. Xingzi Middle School, Jiujiang Jiangxi 332800, China) 

Abstract: Based on the transmission formula derived from the analytical transfer matrix method, two cases of the 
transmission probabilities of the position-dependent-mass particle through the free potential field are calculated. 
Combined with the point canonical transformation, we conclude that the transmission probabilities are closely 
connected to the structure of their effective potential. If the effective potential is a well, the transmission resonance 
peaks lies exactly at the eigen-energies. If the effective potential is a barrier, the transmission probabilities are very 
low at the below-barrier energies and oscillating around 1 at the beyond-barrier energies. 
Key words: the free potential field; position-dependent-mass particle; ATMM; transmission probability; point ca-
nonical transformation 
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The Research on the Chaos Synchronization for Multi-Longitudinal 
Mode Semiconductor Laser 

KE Qiang, HU Ju-ju 

(College of Physics & Communication Electronics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: The theory model for a multimode external semiconductor of unidirectional coupling with a single-mode 
semiconductor is proposed. the chaos synchronization between different longitudinal modes is investigated and the 
influence of the intrinsic parameters is analyzed. The results reveal that good synchronization quality for the longi-
tudinal modes of matched frequency is achieved under other parameters matching, and that relatively good correla-
tion maintains even if all the internal parameters are not matched, which indicating that it is completely feasible 
utilizing multimode synchronization to perform multiplexed optical chaos secure communication.  
Key words: synchronization; multi-longitudinal mode semiconductor laser; single longitudinal mode semicon-
ductor laser; parameters mismatch 
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