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一个新 4维超混沌系统的行为特性及其同步 
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摘要 : 提出了一个新的 4 维超混沌系统 , 并对该系统的基本动力学特性进行了深入研究 , 得到系统的
Lyapunov 维数, 给出了系统的时域图、相图、最大 Lyapunov 指数谱及其分岔图, 并用非线性反馈控制方法
实现了该超混沌系统的同步. 根据系统的稳定性理论, 得到了非线性反馈控制器的结构和系统达到混沌同步
时反馈控制增益的取值范围, 数值模拟结果验证了该方法的正确性. 
关键词: 超混沌系统; Lyapunov维数; 非线性反馈; 同步 
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0  引言 

混沌属于非线性的范畴, 在现实生活和实际工
程技术问题中 , 混沌是无处不在的 . 近年来 , 国内
外许多学者对混沌的特性进行了深入地分析和研究, 
发现了许多新的混沌系统, 如Chen系统、Liu系统和
Qi系统.  

3维混沌系统结构较为简单, 在物理上实现容易,
但是这样的混沌系统用于数字信息加密工程领域的

效果不是很好. 维数高于3维的混沌系统可以产生超
混沌现象, 而利用超混沌同步进行保密通讯, 具有更
好的保密性能. 因此, 构建高维超混沌系统并实现高
维系统的混沌同步是一项具有实际意义的工作[1-3]. 

本文构建了一个新的4维超混沌系统 , 该系统
含有多个参数. 通过分析系统的相图、Lyapunov维
数、Poincare 映射图、最大Lyapunov指数谱以及分
岔图研究了该系统的基本动力学特性. 提出了利用
非线性反馈控制方法实现4维超混沌系统混沌同步
的方法, 并通过数值仿真验证了该方法的有效性. 

1  新超混沌系统的基本分析 

1.1  新超混沌系统模型 
本文构建的新超混沌系统的数学模型为 
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其 中 , , , , , , ,a b c d m f g r 为 实 常 数 . 当 参 数 a =  
20.5, 68.8, 42, 5, 4, 4.5, 5, 20b c d m f g r= = = = = = =
时, 系统存在一个典型的混沌吸引子. 
1.2  理论分析 
1.2.1  耗散性和吸引子的存在性  由于 
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x y z wV a d m r
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∂ ∂ ∂ ∂
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当 0a d m r+ + + >  时 , 系统(1) 是耗散的 , 且以指

数形式 ( )d / d e a d m rV t − + + += 收敛. 即体积元 0V 在时刻

t 时收缩为体积元 ( )
0e a d m r tV − + + + , 这意味着 , 当

t →∞ 时 , 包含系统轨迹的每个体积元以指数率
(a− + )d m r+ + 收缩到零. 因此, 所有系统轨迹线最
终会被限制在一个体积为零的集合上, 且它渐进运
动固定在一个吸引子上. 
1.2.2 平衡点及稳定性   当参数 20.5, 68.8,a b= =  

42, 5, 4, 4.5, 5, 20c d m f g r= = = = = = 时, 令 
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可得到系统(1)的3个平衡点为: S0(0,0,0,0), S1(30.068 0, 
−5.183 4, −1.633 8, 15.993 6), S2(31.111 9, 5.577 8, 
1.662 0, 34.932 4). 

在平衡点S0(0,0,0,0)对系统(1)进行线性化得到
其Jacobian矩阵为 

0

0 20.5 68.8 0 0
1 42 5 0 1

=
4.5 0 4 5

2 0 0 0 0 0 20

a b y
c z d x
y f x m g

rx r

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
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J , 

令 0det( ) 0λ− =J I , 得到平衡点S0(0,0,0,0)相应的4个特
征根分别为 1 4.0λ = − 、 2 41.560 8λ = 、 3 67.060 8,λ = −  

4 20.0λ = − , 其中 2λ 为正实根, 而 1λ 、 3λ 、 4λ 都是

负实根, 平衡点S0 为不稳鞍点. 
在平衡点 S1采用同样的方法可得到相应的特征根

为 1 35.467 1+39.895 0 iλ = 、 2 35.467 1 39.895 0 iλ = − 、

3 60.217 1+27.637 9 iλ = − 、 4 60.217 1 27.637 9 iλ = − − ,
其中 1λ 、 2λ 是一对具有正实部的共轭复根, 3λ 、 4λ

是一对具有负实部的共轭复根, 因而平衡点 S1是不

稳焦结点. 
在平衡点 S 2采用同样的方法也可得到相应

的特征根为 1 35.550 8+43.360 0 iλ = 、 2 35.550 8+λ =  
43.360 0 i、 3 460.300 8+27.964 8 i 60.300 8λ λ= − = − −、  

27.964 8 i , 其中 1λ 、 2λ 是一对具有正实部的共轭复

根, 3 4λ λ、 是一对具有负实部的共轭复根, 同S1, 平
衡点S2也是不稳焦结点. 

由上述分析可知, 系统(1)的 3 个平衡点都是不
稳定的, 其中 S0 为不稳鞍结点; 而另外 2 个平衡点
S1和 S2都是不稳焦结点. 

1.3  混沌吸引子 
系 统 (1) 的 参 数 为 20.5, 68.8, 42,a b c= = =  

5, 4, 4.5, 5, 20d m f g r= = = = = 时, 存在典型的混沌

吸引子. 采用 4 阶龙格—— 库塔离散化算法, 得到
新系统的混沌吸引子相图如图1所示, 该系统的奇怪
吸引子与已有混沌系统的奇怪吸引子不同. 系统(1)
的时域波形具有非周期性, 解的流对初始值极为敏
感, 它的时域波形如图 2 所示. 

1.4  Lyapunov指数和 Lyapunov维数 
利 用 奇 异 值 法 计 算 系 统 (1) 在 参 数 a =  

20.5, 68.8, 42, 5, 4, 4.5, 5, 20b c d m f g r= = = = = = = 时

的 Lyapunov指数分别为: 1 23.212 0, 0.443 2,LE LE= =  

3 420.587 9, 29.378 4LE LE= − = − . 该系统具有 2 个

正的 Lyapunov 指数, 具有超混沌的特征. 新混沌系
统的 Lyapunov维数为 

 

 
 

图 1  新系统的奇怪吸引子图 
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图 2  新系统的 x、z 序列时域波形图 
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新系统的Lyapunov维数为分数, 验证了该系统为混
沌系统. 

1.5  最大 Lyapunov指数谱和分岔图 
混沌吸引子的相邻轨线之间呈现出彼此排斥的

趋势, 并以指数速率相互分离, 而Lyapunov指数是
定量描述轨线彼此排斥和吸引的量, 特别是系统的
最大Lyapunov指数, 是决定系统性质的重要特征量. 
图3给出了在r为[10,26]时, 系统的最大Lyapunov指数
随参数r的变化情况, 由图3可以看出, 当r > 15时, 系
统的最大Lyapunov指数>0, 系统进入混沌状态, 在r
略大于15及r为[22,24]的区域出现周期窗口. 图4给出
了x变量随参数r变化时的分岔图, 与最大Lyapunov
指数随r的变化情况相一致. 

 

 
 

图 3  r 变化时新系统的最大 Lyapunov 指数谱图 

 
 

图 4  x 变量随 r 变化时的分岔图 

 
选取y=0的截面 , 得到系统 (1)的Poincaré截面

图 , 如图5所示 . 从图5可以看出Poincaré截面图上
是一些成片的密集的点 , 具有一定的分形结构 . 
一些叶片被反复折叠 , 说明了该系统动力学行为
的复杂性 . 

 

 
 

图 5  当 y = 0 时新系统的 Poincare 映射图 
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2  新系统的混沌同步 

2.1  理论分析 

关于混沌同步控制的方法很多, 以下利用非线

性反馈控制实现驱动系统与响应系统的混沌同步 .  

将(1)式的 4 维超混沌系统作为驱动系统, (1)式的复

制系统作为响应系统 . 将非线性反馈控制器
T

1 2 3 4[ , , , ]u u u u=u 施加在响应系统上 [4-7], 则驱动系

统方程和响应系统方程分别为 
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为了获得能够实现驱动系统与响应系统同步的

非线性反馈控制函数, 令2个系统的误差变量为 1e =  

2 1 2 2 1 3 2 1 4 2 1, , ,x x e y y e z z e w w− = − = − = − , (3)式减(2)

式可得到误差系统和选取控制器分别为 
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其中 2k 、 3k 为待确定的反馈控制增益. 

下面根据系统的稳定性理论确定在非线性反馈

控制作用下, 使驱动系统与响应系统实现混沌同步

时反馈控制增益 2k 、 3k 的取值范围. 将(5)式代入(4)

式并写成 ( ) ( ),e A t e O e t= + 的形式 , 则误差系统方

程为 
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 (6) 

由(6)式可知, 误差变量的零点是误差系统的平

衡点, 根据非线性系统的线性化稳定性定理, 误差

系统的线性矩阵 

 ( ) 2

3
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0 0 0
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0 0 0
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k d
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A  (7) 

为时变矩阵. 由于系统处于混沌状态, 系统变量在

一定的吸引域内变化 , 因此 ( )tA 对所有的 t 有界 . 

由(7)式可知, 当反馈控制增益满足 2 3,k d k m< < 时, 

矩阵的所有特征值都具有负实部 , 因此线性系统

( ) ( ),e A t e O e t= + 的零解一致渐进稳定 . (6)式中误

差系统的非线性项 ( ),e t =O ( )T2
1 0 0 0re 对所有

的 t 有 ( )0, ,t =O 0 且 ( )
0

lim , 0
e

e t e
→

=O 对 t 一致成

立, 所以误差系统(6)在其原点处渐进稳定, 也就意

味着在非线性反馈控制作用下驱动系统与响应系统

达到混沌同步[8-10]. 

2.2  数值模拟 

用 Matlab 数值模拟驱动系统(2) 和响应系统(3) 

的同步过程 , 选取系统参数 20.5, 68.8, 42,a b c= = =  

5, 4, 4.5, 5, 20.d m f g r= = = = = 选 取 初 始 点

1 1 1 1 2(0) 1, (0) 1, (0) 1, (0) 1, (0) 2,x y z w x= = = = = 2 (0)y =   

2 22, (0) 2, (0) 2,z w= = 取 反 馈 控 制 增 益 2 0.5,k =  

3 0.5k = . 同步误差曲线如图 6 所示, 由误差效果图

可以看到 , 在非线性反馈控制器的作用下 , 误差

1 2 3 4, , ,e e e e 都已稳定在零点 , 即驱动系统(2)和响应

系统(3)实现了混沌同步. 

3  结论 

本文提出的超混沌系统的数学模型结构简单 ,

但却存在着复杂的混沌动力学行为, 它具有一切混

沌系统的共有特征. 利用非线性反馈控制方法实现

了该4维超混沌系统的混沌同步, 非线性反馈控制器

的结构简单易于实现, 达到混沌同步时反馈控制增

益的取值范围容易确定. 该控制方法具有普适性,可

应用于其他参数未知的混沌系统同步控制中. 
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图 6  同步误差 e1、e2、e3、e4 随时间 t 的变化曲线 
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The Dynamic Properties and Adaptive Synchronization of a New 
Four-Dimensional Hyper-Chaotic System 

QU Shuang-hui, WU Shu-hua, YANG Zhi-hong, YU Jin-jiang, MA Zhi-chun 

(Department of Physics and Electrical Information Engineering, Shijiazhuang Normal College, Shijiazhuang Hebei 050035, China) 

Abstract: A new four-dimensional chaotic system is reported. Basic dynamic properties of the new system are investi-
gated via Lyapunov dimension, Lyapunov exponent, bifurcation and Poincare diagrams. Using nonlinear feedback con-
trol, a method of chaos synchronization between the hyperchaos system and its duplicate system is proposed. Based on 
the stability theory, the functions of the nonlinear feedback control are determined and the range of feedback gain is de-
rived. The results of numerical simulations are provided to show the effectiveness of the proposed method. 
Key words: hyperchaotic system; Lyapunov dimension; nonlinear feedback; synchronization 
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