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摘要: 研究了亚纯函数及其 k阶导数权分担小函数集的唯一性, 得到了: 设 ,k n为正整数, ,f g 为开平面上
超 越 亚 纯 函 数 , 以 ∞ 为 IM 公 共 值 , 1 1( , ) ( , )E S f E S g= 且 ( ) ( )

2 2( , ) ( , ), ( 2) ,k k
l lE S f E S g l= ∈N≥ 如 果

22 ( , ) ( 4) ( , ) ( 1) 4,n n
kn a f nk f n kδ + + + Θ ∞ > + + 则 ( 1)nf tg t≡ = 或 ( ) ( ) ( ) ( )[( ) ( ) ][( ) ( ) ] [k n k n k n k n nf a g a b− − ≡ −  

( ) 2( ) ]k na , 并且文中还讨论了当 0,1l = 时的情形. 这些定理推广和改进了先前的一些结果. 
关键词: 亚纯函数; 弱权分担; 小函数; 唯一性 
中图分类号: O 174.52          文献标志码: A 

0  引言及主要结果 

本文使用 Nevanlinna值分布理论中的常用记号
及基本结果[1-2], 如未特别说明, 文中 f与 g均为开平
面上非常数亚纯函数, 称另一亚纯函数 ( )a z 为 f 和
g的小函数, 如果 ( , ) ( , )T r a S r f= 且 ( , ) ( , )T r a S r g= . 
设 f 为非常数亚纯函数 , k 为正整数 , 用 1) ( ,N r  

1/( ))f a− 表示 f a− 的单级零点的计数函数 , 

) ( ,1/( ))kN r f a− 表示 f a− 的重数 k≤ 的零点的计数

函数 , 每个零点只计 1 次 . 此外 , ( , )S r f 表示
( , )S r f = ( ( , ))( , )T r f r r Eο → ∞ ∉ , 这里 E 表示线性
测度为有限的集合. 令 

( ,1/( ))
( , ) 1 l im ,

( , )
k

k r

N r f a
a f

T r f
δ

→∞

−
= −  

( ,1/( ))( , ) 1 l im ,
( , )r

N r f aa f
T r f→∞

−
Θ = −  

这里 

(2
1 1 1, , ,kN r N r N r

f a f a f a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⋅⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(
1, .kN r

f a
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

令 : ( ) ( )S S f S g= ∩ 为 f 和 g的小函数构成的有

穷集合, 使用以下记号及定义[3]. 

}{( , ) ( ) 0
a S

E S f z f z a
∈

= − =∪ 表示集合 S 关于 f

的原象, 计重数; 类似地有 ( , )E S g ; ( , )E S f 表示与

( , )E S f 相同的点集, 但不计重数; ( , )kE S f 表示与

( , )E S f 相同的点集, 其中一个 m重零点在 ( , )kE S f

中计min( , 1)m k + 次, 同样也有 ( , ), ( , ).kE S g E S g  

0 ( , )N r a 表示 f a− 与 ( )g a a S− ∈ 的公共零点的

计数函数, 每个零点只计 1次. 

( , )EN r a 表示 f a− 与 ( )g a a S− ∈ 重数相同的

公共零点的计数函数, 每个零点只计 1次.   
定义  1  (i) 如果 

( , ) ( , )( ( , ) ( ,E S f E S g E S f E S= = )),g  
则称 f 与 g ( )CM IM 分担集合 S ;  

(ii) 如果 

( ) 0,1/( ) ( , ) ( , ),N r f a N r a S r f− − =  

( ) 0,1/( ) ( , ) ( , )N r g a N r a S r g− − = , 
则称 f 与 g " "IM 分担值 a ;   

(iii) 如果 

0
1 1, ( , ) ,N r N r a N r

f a g a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≡ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0 ( , ) 0N r a ≡ , 

则称 f 与 g IM 分担值 a . 

将上述定义 (ii), (iii)中 0 ( , )N r a 换为 ( , )EN r a , 
则分别得到 f 与 g " "CM 和CM 分担值 a的概念. 

定义 2  若 2个非常数的亚纯函数 ,f g " "IM 分

担 , ,a a S k∈ 为正整数或∞ , 有
(
0 ( , )
k

N r a 表示 f a− 与

( )g a a S− ∈ 重数不小于 k 的公共零点的计数函数 , 
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每个零点只计 1 次 . 
)

0 ( , )
k

N r a 表示 f a− 与 g −  
( )a a S∈ 重数相同且小于或等于 k 的公共零点的计
数函数, 每个零点只计 1次. 

定义 3  若 ,a S k∈ 为正整数或 ∞ . 如果 

( ) )
) ,1/( ) ( , ) ( , ),

k
k EN r f a N r a S r f− − =   

( ) )
) ,1/( ) ( , ) ( , );

k
k EN r g a N r a S r g− − =  

( ) ( 1
( 1 0,1/( ) ( , ) ( , ),

k
kN r f a N r a S r f

+
+ − − =   

( ) ( 1
( 1 0,1/( ) ( , ) ( , )

k
kN r g a N r a S r g

+
+ − − = , 

那么称 f 与 g 弱权分担 ( )a z , 并记为 ,f g 分担

"( , )".a k  

显 然 , 如 果 ,f g 分 担 "( , )",a k 那 么 对 于

0 , ,p k p +∈N≤ ≤ 有 ,f g 分担 "( , )";a p 另外 , 由定

义 3 有, ,f g " "IM (" ")CM 分担 a可记为 ,f g 分担

"( ,0)"("( , )").a a ∞  

杨重骏在文献[4]中提出如下问题: 

设 f 与 g 为非常数整函数, 以 0 为CM 公共值, 

f ′与 g ′以1为CM 公共值, 问 f 与 g之间有何种关系? 

仪洪勋在文献[5]中回答了这一问题, 证明了下

述定理. 

定理A  设 f 与 g为非常数整函数, 以 0为CM

公共值, f ′与 g ′以1为 CM 公共值, (0, ) 1/ 2,f nδ >

为一正整数, 则 ( ) ( ) 1n nf g⋅ ≡ 或者 f g≡ . 

袁文俊在文献[6]中也研究了这一问题: 

设 f 与 g为非常数亚纯函数, 以 ∞为 CM 公共

值, ( )nf 与 ( )ng 以1为 CM 公共值, 问 f 与 g之间有

何种关系？ 

定理 B  f 与 g为非常数亚纯函数, 以∞为CM

公共值, ( )nf 与 ( )ng 以1为 CM 公共值, ( 0)n ≥ 为一

整数, 且满足 

: ( , ) (0, ) (0, ) 3 (2 ) /[2(3 4 )],c f f g nΔ λ= Θ ∞ +Θ +Θ > − − +   

其中 

max{min{ ( , ), (0, )},min{ ( , ), (0, )}},f f g gλ = Θ ∞ Θ Θ ∞ Θ  

则 ( ) ( ) 1n nf g⋅ ≡ 或者 f g≡ . 

关于亚纯函数及其 k阶导数分担值集的问题已

出现了许多结果 [5-10], 本文主要讨论亚纯函数及其

k阶导数权分担 2 个小函数集的唯一性, 所得结果

推广了先前的一些定理. 若令 
2 1

1
2 1

2

{ ( ), ( ) , ( ) , , ( ) },

{ ( ), ( ) , ( ) , , ( ) },

n

n

S a z a z w a z w a z w

S b z b z w b z w b z w

−

−

= ⋅⋅ ⋅

= ⋅⋅ ⋅
 

其中 ( ), ( )a z b z S∈ , 且 
nb ≡/ ( )( ) , cos(2π / ) isin(2π / ),k na w n n= +  

,n k 均为正整数, 那么当非常数亚纯函数 ,f g 及其

k阶导数 ( ) ( ),k kf g 权分担集 1 2,S S 时, 得到下述结果. 

定理 1  设 ,k n为正整数, ,f g 为开平面上非常

数亚纯函数, 以 ∞为 IM 公共值, 1 1( , ) ( , )E S f E S g=

且 
( ) ( )

2 2( , ) ( , ), ( 2) ,k k
l lE S f E S g l= ∈N≥  

如果 

 22 ( , ) ( 4) ( , ) ( 1) 4,n n
kn a f nk f n kδ + + + Θ ∞ > + +  (1) 

则 

( 1)nf tg t≡ =  

或 
( ) ( ) ( ) ( )[( ) ( ) ][( ) ( ) ]k n k n k n k nf a g a− − ≡ ( ) 2[ ( ) ] .n k nb a−  

定理 2  设 ,k n为正整数, ,f g 为开平面上非常

数亚纯函数, 以 ∞为 IM 公共值, 1 1( , ) ( , )E S f E S g=

且 ( ) ( )
1 2 1 2( , ) ( , ),k kE S f E S g=  如果 

 
2 1

12 ( , ) ( , )
2

3 3 9( 3) ( , ) ( 1) ,
2 2 2

n n n n
k kn a f n a f

nk f n k

δ δ+ ++ +

+ Θ ∞ > + +
 

(2)
 

则 

( 1)nf tg t≡ =  

或 
( ) ( ) ( ) ( )[( ) ( ) ][( ) ( ) ]k n k n k n k nf a g a− − ≡ ( ) 2[ ( ) ] .n k nb a−  

定理 3  设 ,k n为正整数, ,f g 为开平面上非常

数亚纯函数, 以 ∞为 IM 公共值, 1 1( , ) ( , )E S f E S g=

且 ( ) ( )
2 2( , ) ( , )k kE S f E S g= , 如果 

 2 12 ( , ) 2 ( , )
3( 2) ( , ) 3 ( 1) 6,

n n n n
k kn a f n a f

nk f n k
δ δ+ ++ +

+ Θ ∞ > + +
 

(3)
 

则 

( 1)nf tg t≡ =  

或 
( ) ( ) ( ) ( )[( ) ( ) ][( ) ( ) ]k n k n k n k nf a g a− − ≡ ( ) 2[ ( ) ] .n k nb a−  

当定理 1~定理 3中 1n = 时, 得到以下推论. 

推论 1  设 , ( 2)k l ≥ 为正整数, ,f g 为开平面上

非常数亚纯函数 , 以 ∞为 IM 公共值 , ( ( ), )E a z f =  

( ( ), )E a z g 且 ( ) ( )( ( ), ) ( ( ), ),k k
l lE b z f E b z g=  如果 

22 ( , ) ( 4) ( , ) 5k a f k f kδ + + + Θ ∞ > + , 

则 
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f g≡  

或 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2[ ][ ] [ ] .k k k k kf a g a b a− − ≡ −  

推论  2  设 k 为正整数 , ,f g 为开平面上非常

数亚纯函数 , 以 ∞ 为 IM 公共值 , ( ( ), )E a z f =  

( ( ), )E a z g 且 ( ) ( )
1 1( ( ), ) ( ( ), ),k kE b z f E b z g=  如果 

2 1
1 3 32 ( , ) ( , ) ( 3) ( , ) 6,
2 2 2k ka f a f k f kδ δ+ ++ + + Θ ∞ > +  

则 f g≡ 或 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2[ ][ ] [ ] .k k k k kf a g a b a− − ≡ −  

推论  3  设 k 为正整数 , ,f g 为开平面上非常

数亚纯函数 , 以 ∞ 为 IM 公共值 , ( ( ), )E a z f =  

( ( ), )E a z g 且 ( ) ( )( ( ), ) ( ( ), ),k kE b z f E b z g=  如果 

2 12 ( , ) 2 ( , ) 3( 2) ( , ) 3 9,k ka f a f k f kδ δ+ ++ + + Θ ∞ > +  

则 f g≡ 或 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2[ ][ ] [ ] .k k k k kf a g a b a− − ≡ −  

1  一些引理 

设 ,f g 分担 "(1,0)" , 0z 为 f 的 q重 1-值点且为

g的 p重 1-值点, 定义 ( ,1/( 1))LN r f − 为 ,f g 公共 1-

值 点 且 当 p q> 时 的 计 数 函 数 ; 类 似 地 有

( ,1/( 1))LN r g − . 

引理 1   设 f 为非常数亚纯函数, k为正整数, 则 
( )( ,1 ) ( , ) ( ,1/ ) ( , ).kN r f k N r f N r f S r f+ +≤  

引理 2  设 f 为非常数亚纯函数 , :p +∈ =N  

{0}, ( ) ( ),N a z S f− ∈  如果 f 不是多项式, 则 

( ) ( )
1 1, ,

( , ) ( , )

p p kk kN r N r
f af a

k N r f S r f

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠⎝ ⎠

+

≤
 

与 

( )
( ) ( )

1, ( , ) ( , )

1, ( , ).

k
p k k

p k

N r T r f T r f
f a

N r S r f
f a+

⎛ ⎞ − +⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

≤

 

证  由引理 1有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )
3

(
3

1 1, ,

1 1, ,

1, ( , ) ( , ).

pk k k k

s p kk k
s

s
s k

N r N r
f a f a

N r N r
f af a

N r k N r f S r f
f a

∞

+
=

∞

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑

∑

≤  

又因为  

 ( (( ) ( )
3 3

1 1, , 0,s sk k
s s k

N r N r
f af a

∞ ∞

= = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ≥  (4) 

所以  

( ) ( )
1 1, ,

( , ) ( , ).

p p kk kN r N r
f af a

k N r f S r f

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠⎝ ⎠

+

≤
 

因为 ( ) ( ),a z S f∈  那么 

( ( ) ( )
3

( ) ( )

(
3

1 1( , ) , ,

1 1, ( , ) ,

1, , ( , )

p k

s k k
s k

k k

s
s k

T r f N r m r
f a f a

N r S r f m r
f a f a

f am r N r S r f
f a f a

+

∞

= +

∞

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑

≤  

( )
(( ) ( ) ( ) ( )

3

(
3

1 1( , ) , ,

1, ( , ).

k
sp k k k k

s

s
s k

T r f N r N r
f a f a

N r S r f
f a

∞

=

∞

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑

∑
 

根据(4)式可得  

( )
( ) ( )

1, ( , )

1( , ) , ( , ).

k
p k k

p k

N r T r f
f a

T r f N r S r f
f a+

⎛ ⎞ −⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

≤

 

引理 3  设 f 为非常数亚纯函数, 1 2( ), ( )a z a z ∈  
( )S f 为 2个亚纯函数, 则 

1

2

1( , ) ( , ) ,
( )

1, ( , ).
( )

T r f N r f N r
f a z

N r S r f
f a z

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

≤

 

引理 4  设 l为正整数或 , ,F G∞ 为 2 个非常数
亚纯函数且 ,F G分担 "(1, )"l . 令 

2 2 ,
1 1

F F G GH
F F G G
′′ ′ ′′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

如果 H≡/  0, 那么 
(i) 当 2 l ∞≤ ≤ 时, 有 

2 2

2 2

( , ) ( ,1/ ) ( , )
( ,1/ ) ( , ) ( , ) ( , );

T r F N r F N r F
N r G N r G S r F S r G

+ +
+ + +

≤
 

(ii) 当 1l = 时, 有 

2 2 2

2

( , ) ( ,1/ ) ( , ) ( ,1/ )

( , ) ( ,1/( 1)) ( , ) ( , );L

T r F N r F N r F N r G

N r G N r F S r F S r G

+ + +

+ − + +

≤
 

(iii) 当 0l = 时, 有 

2 2 2

2

( , ) ( ,1/ ) ( , ) ( ,1/ )

( , ) 2 ( ,1/( 1)) ( ,1/( 1))
( , ) ( , ).

L L

T r F N r F N r F N r G

N r G N r F N r G
S r F S r G

+ + +

+ − + − +
+

≤

 



144 江西师范大学学报(自然科学版) 2012年 
 

 

引理 5  设 ,k n为正整数, ,f g 为开平面上非常

数亚纯函数, 以 ∞为 IM 公共值, 1 1( , ) ( , )E S f E S g=

且 ( ) ( )
2 2( , ) ( , ),k kE S f E S g=  那么 ( , ) ( , ).S r f S r g=  

注 1  因为 
( ) ( ) ( )

2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( ,k k k
l lE S f E S g E S f E S= ⇒ =

( ) ( ) ( )
2 2) ( , ) ( , ),k k kg E S f E S g⇒ =  那么引理 5 中的 

   ( ) ( )
2 2( , ) ( , )k kE S f E S g=  

换成 
( ) ( )

2 2( , ) ( , )k k
l lE S f E S g=  

或 
( )

1 2( , )kE S f ( )
1 2( , )kE S g= , 

结论同样成立. 

2  定理的证明 
令 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

k n k n k n k n

n k n n k n
f a g aF G
b a b a

− −
= =

− −
 

及 H 如引理 4所述. 

定理 1 的证明   由 ,f g 以 ∞ 为 IM 公共值 , 

1( ,E S 1) ( , )f E S g= 且 ( ) ( )
2 2( , ) ( , ),k k

l lE S f E S g= 那么

,F G分担 ( )" 1, "l ,  下面分 2种情形讨论. 

情形 1  H≡/  0. 由引理 4有 

 2 2 2

2

( , ) ( ,1/ ) ( , ) ( ,1/ )
( , ) ( , ) ( , ).

T r F N r F N r F N r G
N r G S r F S r G

+ + +
+ +

≤
 (5) 

由 ,F G的定义, ( ), ( )a z b z S∈ 及引理2与引理5, 有 

 
( )( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ), ( , ) ( , ),

kT r F nT r f S r f
S r F S r f S r G S r g

= +
= =

 (6) 

 2

2

( , ) 2 ( , ) ( , ),

( , ) 2 ( , ) ( , ),

N r F N r f S r f

N r G N r g S r g

= +

= +
 (7) 

2 2 ( ) ( )

2 ( ) 1 ( )
1

( )
2 1

1

2 2 1
1

1 1, , ( , )
( ) ( )

1, ( , )

1( , ) ( , ) , ( , ),

1 1, ,

k n k n

n

k i k
i
n

k
k i

i

n

k i
i

N r N r S r f
F f a

N r S r f
f a

T r f T r f N r S r f
f a

N r N r
F f a

ω

ω

ω

−
=

+ −
=

+ −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎝ ⎠

⎛ ⎞ +⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞− + +⎢ ⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎝ ⎠

∑

∑

∑

≤

≤

≤

 

     ( )( , ) ( , ) ( , )knT r f nT r f S r f− +  (8) 
及      

 2 2 ( ) ( )
1 1, , ( , )

( ) ( )k n k nN r N r S r g
G g a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎝ ⎠
≤  

2 ( ) 1 ( )
1

2 1
1

2 2 1
1

1, ( , )

1[ , ( , )] ( , ),

1 1, ,

n

k i k
i
n

k i
i

n

k i
i

N r S r g
g a

N r k N r g S r g
g a

N r N r
G g a

ω

ω

ω

−
=

+ −
=

+ −
=

⎛ ⎞ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞ + +⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎢ ⎝ ⎠⎣

∑

∑

∑

≤

≤

 

      ( , ) ( , ).nk N r g S r g
⎤
+⎥

⎦
 (9) 

由(5)~(9)式得到 

2 1
1

2 1

1( , ) ,

1, 2 ( , )

( 2) ( , ) ( , ).

n

k i
i

k i

nT r f N r
f a

N r N r f
g a

nk N r g S r f

ω

ω

+ −
=

+ −

⎡ ⎛ ⎞ +⎢ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞ + +⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎦

+ +

∑≤

 

又因为 ,f gIM 分担 ∞ , 以及 ,n nf g CM 分担

( )a z , 由上式有 

2 1
1

1( , ) 2 ,

( 4) ( , ) ( , ).

n

k i
i

nT r f N r
f a

nk N r f S r f

ω+ −
=

⎛ ⎞ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

+ +

∑≤
 

这与定理 1的条件(1)式矛盾. 

情形 2 0H ≡ , 即 2 2 .
1 1

F F G G
F F G G
′′ ′ ′′ ′
− ≡ −
′ ′− −

 解此

微分方程得 

 ( 1) ( 1) ,
( )

B F A BG
BF A B
+ + − −

=
+ −

 (10) 

其中 ,A B为常数. 

情形 2.1  0, 1,B ≠ −  如果 1 0,A B− − ≠  由(10)
式有 

1 1, , .
1

1

N r N r
A B GF

B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠−⎜ ⎟
⎝ + ⎠

 

根据 Nevanlinna第二基本定理有 

1 1( , ) ( , ) , ,
1

1
1 1( , ) ( , ) , , ( , ).

T r F N r F N r N r
A BF F

B

S r f N r F N r N r S r f
F G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ + ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤

 

类似于情形 1的讨论,得到 

1 1
1

2 1
1

1( , ) 2 , ( 1) ( , )

1( , ) 2 , ( 4) ( , )

( , ).

n

k i
i

n

k i
i

nT r f N r nk N r f
f a

S r f N r nk N r f
f a

S r f

ω

ω

+ −
=

+ −
=

⎛ ⎞ + + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞ + + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑

∑

≤

≤  
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与(1)式矛盾. 

如果 1 0,A B− − =  由(10)式有 ( 1) ,
1

B FG
BF
+

=
+

 即 

1, ( , ).
1/

N r N r G
F B

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
−⎝ ⎠

 

根据 Nevanlinna第二基本定理可得到 

( )

( )

1( , ) ( , ) ,1/ ,
1/

( , ) ( , ) ,1/ ( , ) ( , ).

T r F N r F N r F N r
F B

S r f N r F N r F N r G S r f

⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟
−⎝ ⎠

= + + +

≤
 

类似于情形 1的讨论, 有 

1 1
1

2 1
1

1( , ) , 2 ( , ) ( , )

12 , ( 4) ( , ) ( , ).

n

k i
i

n

k i
i

nT r f N r N r f S r f
f a

N r nk N r f S r f
f a

ω

ω

+ −
=

+ −
=

⎛ ⎞ + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞ + + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑

∑

≤ ≤

 

矛盾. 

情形 2.2 若 1,B = −  则(10) 式可写成 

/(G A A= + 1 ).F−  

如果 1 0,A+ ≠  则 ( ,1/( ( 1))) ( , ).N r F A N r G− + =  

类似于情形 2.1也可得到矛盾. 

如果 A+1=0, 则 1,FG ≡  即 
( ) ( ) ( )[( ) ( ) ][( )k n k n k nf a g− − ( ) ( ) 2( ) ] [ ( ) ] .k n n k na b a≡ −  

情形  2.3 若 0,B =  则(10)式可写成 

(G F= + 1) / .A A−  

如果 1 0,A− ≠  则  

( ,1/( (1 ))) ( ,1/ ).N r F A N r G− − =  

类似于情形 2.1也可得到矛盾. 

如果 1 0,A− =  则 ,F G≡  即 
( ) ( ) ( 1).k k nf tg t≡ =  

于是得到 ( ),f tg p z= +  这里 ( )p z 为多项式 , 显然

( , ) ( , ) ( , ).T r f T r g S r f= +  如果 p(z)≡/ 0, 根据引理 3, 

有 

1
1

1
1

1 1

1
1

2 1
1

1( , ) ( , ) ,

1, ( , ) ( , )

1 1, , ( , )

12 , ( , ) ( , )

12 , (

n

i
i

n

i
i

i i

n

i
i
n

k i
i

nT r f N r f N r
f a

N r S r f N r f
f a p

N r N r S r f
f a tg a

N r nN r f S r f
f a

N r
f a

ω

ω

ω ω

ω

ω

−
=

−
=

− −

−
=

+ −
=

⎡ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣
⎡⎤⎛ ⎞ + = +⎢⎥⎜ ⎟− − ⎣⎝ ⎠⎦
⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

⎛ ⎞ + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑

∑

∑

∑

≤

≤

4) ( , ) ( , ).nk N r f S r f+ +

 

由(1)式得到矛盾. 因此 ( ) 0,p z ≡  即 ( 1).nf tg t≡ =  

综合情形 1和情形 2, 定理 1得证. 

定理 2的证明  由定理 2的条件 1 1( , ) ( ,E S f E S=  

)g 且 ( ) ( )
1 2 1 2( , ) ( , )k kE S f E S g= 知 ,F G 分担 ( )" 1,1 " . 

若 H≡/  0, 那么由引理 4有 

2 2 2 2
1 1( , ) , ( , ) , ( , )

1, ( , ) ( , ).
1

L

T r F N r N r F N r N r G
F G

N r S r F S r G
F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ + +⎜ ⎟
⎝ − ⎠

≤

 

又因为  

1 1, ,
1 2

1 1 1 1, ( , ) , .
2 2 2

L
FN r N r

F F
FN r N r F N r
F F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ − ⎠ ⎝ ⎠

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤

≤

 

由引理 2有 

 
1 1

1

1 1 1, ,
1 2

1 ( 1) ( , ) ( , ).
2

n
L k i

i
N r N r

F f a

nk N r f S r f

ω+ −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ − ⎠ −⎝ ⎠

+ +

∑≤

 (11) 

由(6)~(9)和(11)式, 有 

2 1
1

1 1

1( , ) 2 ,

1 1 3, ( 3) ( , ) ( , ).
2 2

n

k i
i

k i

nT r f N r
f a

N r nk N r f S r f
f a

ω

ω

+ −
=

+ −

⎡ ⎛ ⎞ +⎢ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞ + + +⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎦

∑≤

 

与条件(2)式矛盾. 故 0.H ≡  类似于定理 1 的情形 2

可证得定理 2的结论. 

定理 3的证明  由定理 3的条件 1 1( , ) ( ,E S f E S=  

)g 且 ( ) ( )
2 2( , ) ( , )k kE S f E S g= 知 ,F G分担 ( )" 1,0 " , 那

么 

1, , ,
1

L
F FN r N r N r

F F F
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ − ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≤ ≤ ≤   

1( , ) ,N r F N r
F

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

和  

1, , ,
1

1( , ) , .

L
G GN r N r N r

G G G

N r G N r
G

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ ≤

 

由引理 2有 

 1 1
1

1 1, ,
1

( 1) ( , ) ( , )

n
L k i

i
N r N r

F f a

nk N r f S r f

ω+ −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ − ⎠ −⎝ ⎠

+ +

∑≤
 

(12)
 

和  
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 1 1
1

1 1, ,
1

( 1) ( , ) ( , ).

n
L k i

i
N r N r

G g a

nk N r g S r g

ω+ −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ −⎝ ⎠

+ +

∑≤
 (13) 

若H≡/  0, 由 ,f g IM 分担∞以及 ,n nf g CM 分担

( )a z , 根据引理 4(iii)及(6)~(9)和(12)~(13)式, 得到 

2 1
1

1 1

1( , ) 2 ,

1, 3( 2) ( , ) ( , ).

n

k i
i

k i

nT r f N r
f a

N r nk N r f S r f
f a

ω

ω

+ −
=

+ −

⎡ ⎛ ⎞ +⎢ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞ + + +⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎦

∑≤

 

与条件(3)式矛盾. 故 0.H ≡  类似于定理 1 的情形 2

可证得定理 3的结论. 
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The Uniqueness of Meromorphic Functions and Their Derivatives 
Weighted-Sharing the Sets of Small Functions 

ZHAO Xiao-zhen 

(Department of Mathematics,Ningde Normal University, Ningde Fujian 352100, China) 

Abstract: The uniqueness of meromorphic functions and their derivatives weakly weighted-sharing the 
sets of small functions is investigated, and the following theorem is obtained. Let ,k n  be two positive 
integers, f,g be nonconstant meromorphic functions in the complex plane C, f,g share ∞  ,IM  

1 1( , ) ( , )E S f E S g=  and ( ) ( )
2 2( , ) ( , )k k

l lE S f E S g= ( 2) .l ∈N≥  If 22 ( , ) ( 4) ( , ) ( 1)n n
kn a f nk f n kδ + + + Θ ∞ > + + 4, 

then ( 1)nf tg t≡ =  or ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2[( ) ( ) ][( ) ( ) ] [ ( ) ]k n k n k n k n n k nf a g a b a− − ≡ − . Some results about 0,1l =  in 
the above theorem are obtained in this paper. These theorems of this paper extend and improve the pre-
vious results. 
Key words: meromorphic function; weakly weighted-sharing; small function; uniqueness 
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