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单位圆上高阶线性微分方程解的性质 
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摘要: 结合微分方程理论和函数空间理论, 研究了单位圆内高阶线性微分方程解的性质, 得到当方程系数满
足某些条件时, 其解属于某类函数空间的充分条件. 
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0  引言及主要结果 

由 Poincaré-Klein-Koebe 单值化定理确立了单
位圆、复平面及扩充复平面在复分析中的重要地位.
由于单位圆与复平面本质上有很大的不同, 所以研
究单位圆上线性微分方程解的性质也是非常重要和

有意义的课题. H.Wittich 及其学生应用 Nevanlinna
理论系统而深入地研究了复域上常微分方程解的性

质. 一个自然的问题是单位圆上的微分方程是否有
相应的结果 . 针对这个问题 , C.H.Pommerenke, 
J.Heittokangas, 何育赞和萧治经, 陈宗煊, 李叶舟等
国内外学者, 进行了深入研究并取得了若干成果[1-5]. 
1982年 Pommerenke在文献[1]中将微分方程理论和
函数空间理论相结合来研究微分方程解的函数空间

属性 , 获得了很多有趣的结果 . 近年来 , J. Heitto-
kangas, R.Korhonen, J.Räatträ 进一步讨论了单位圆
上微分方程解的函数空间属性 , 得到很多结果 [6-9].
本文将继续研究单位圆盘上一类解析系数的线性微

分方程解的函数空间性质. 记单位圆为 { }: 1z zΔ = < , 

为了叙述主要结果, 先给出下面几个概念. 

定义 1  假设 0 α< < ∞ , ( )f z 为 Δ上的解析函
数, 若 

2sup(1 ) ( )
z

z f zα

Δ∈
′− < ∞ , 

则称 f Bα∈ (α -Bloch空间). 

显然 1B B= (经典的 Bloch空间). 

定义 2  假设 0 q < ∞≤ , 0 p< < ∞ , ( )f z 为 Δ

上的解析函数, 若 
1/

2π2 i
00 1

1sup (1 ) ( e ) d
2π

ppq

r
r f r θ θ

<

⎛ ⎞− < ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

≤

, 

则称 p
qf H∈ (加权的 Hardy空间). 

显然有 0
ppH H= . 

定义 3  假设 0 q < ∞≤ , ( )f z 为 Δ上的解析函

数, 若 

( )2sup 1 ( )
q

z
z f z

Δ∈
− ＜∞, 

则称 qf H∞∈ ． 

显然 0H H∞ ∞= . 

定义 4  假设 0 p< < ∞ , 1 q− < < ∞ , ( )f z 为 Δ

上的解析函数, 若 

( )2( ) 1 d ( )
qpf z z S z

Δ

− < ∞∫∫ , 

则称 p
qf A∈ (加权的 Bergman空间).  

显然 0
p pA A= (经典的 Bergman 空间 ), 其中

d ( )S z 是 Δ上的规范化的面积测度. 

2000年, J.Heittokangas在其博士论文中证明了

如下结果. 

定理  A  设 0 q < ∞≤ , 0 p< < ∞ , 假设方程(1)

的系数 ( )A z 是Δ内的解析函数, 且对所有的 [0,1)r∈ 有 

1 1 i
0

(1 ) (log ( , , )) ( e ) d ( 1)!
r kt h r t A t t kθθ− −− −∫ ≤ , 

其中 
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i 2( , , ) max{e,1/(|1 e | |1 | )},u qh r t r tθθ = − − 0 u <≤ 1/ p , 

那么微分方程 

 ( ) ( ) 0kf A z f+ =   (1)  

的每个解 p
qf H∈ ． 

定理 B  假设方程(1)的系数 ( )A z 在 Δ内解析 , 

对常数 0l > , 令 1/ 1/(e 1) / el lR = − . 假设 1k ≥ , 如果

( )A z 满足 
1 1 1 θ(1 ) (log(1 ) ) ( e ) d ( 1)!,k l i
R

t t A t t k− − −− − −∫ ≤  

那么微分方程(1)的每个解 1lf B +∈ ． 

本文将利用微分方程理论和函数空间理论, 讨

论一般高阶方程 

 ( ) ( 1)
1 1 0( ) ( ) ( ) 0k k

kf A z f A z f A z f−
− ′+ + + + =   (2) 

解的性质, 其中 0 ( )A z , 1( )A z , ⋯, 1( )kA z− 是 Δ内的解

析函数, 并且获得了以下结果. 本文中的 C 表示正

常数, 且在不同的地方可以取值不同. 

定理 1  假设方程 (2)的系数 ( )jA z ( 0,j =  

1, , 1)k − 在 Δ内解析 , 0 p< < ∞ , 0 1δ< < , 对每

个 0q > , ∃常数 ( , , ) 0p q kα α= > , 使得若方程(2)的

系数 ( )jA z 满足 

 ( )2sup ( ) 1
k j

j
z

A z z
δ

α
−

−
≥

≤ , 0,1, , 1j k= − ,  (3) 

那么微分方程(2)的每个解 p
qf A∈ ． 

定理 2  设 0 p< < ∞ , 0 q < ∞≤ , 设方程(2)的

系数 ( )jA z ( 0,1, , 1)j k= − 在 Δ内解析 , 且对所有

的 [0,1)r∈ 有 

 
1 1/( )i 1

0
0

( e ) (log ( , , )) d 1/
k k jr

j
j

A t h r t t kθ θ
− − −

=
∑∫ ≤ ,  (4) 

其中 
i 2( , , ) max{e,1/(|1 e | |1 | )}u qh r t r tθθ = − − , 0 u <≤ 1/ p , 

那么方程(2)的每个解 p
qf H∈ ． 

定理 3  设 0 p< < ∞ , 且方程(2)的系数 ( )jA z  

( 0,1, , 1)j k= − 在 Δ内解析, 且对所有的 [0,1)r∈ 有 

 
1 1/( )i

0
0

1( e ) d log ( , )
k k jr

j
j

A t t h r
k

θ θ
− −

=
∑∫ ≤ ,  (5) 

其中 
i( , ) max{e,1/ |1 e | }uh r r θθ = − , 0 1/u p<≤ , 

那么方程(2)的每个解 pf A∈ . 

定理 4  假设方程 (2)的系数 ( )jA z ( 0,1, ,j =  

1)k − 在 Δ内解析, 对常数 0l > , 令 
1/(e lR = − 1)/e1/l,  

如果 ( )jA z 满足  

 
1 1/( )1 i 1

0
( e ) (log(1 ) ) d 1/

k k j l
jR

j
A t t t kθ

− − − −

=
−∑∫ ≤ ,  (6) 

那么微分方程(2)的每个解 1lf B +∈ ． 

注 1 若 ( ,1)r R∈ , 由于 log(1 ) lt −− 关于 t 是非减

函数, 故有 

log(1 ) log(1 ) 1l lt R− −− − =≥ . 

1  引 理 

为证明上述定理, 需要以下一些引理. 

引理 1[10]  设
2π i
0

( ) d 1 eJ r r
λθθ= −∫ , 则 

(i) ( ) (1)J r O= , 若 1λ−∞ < < ;  

(ii) ( )( ) log1/(1 )J r O r= − , 若 1λ = ;  

(iii) ( )( ) 1/(1 )J r O r λ= − , 若1 λ< < ∞ . 

引理 2[11]  如果 1α > 及 (1 ) / 2R r= + , 那么 

2π

i 10

d 1
| e | (1 )

O
R r rθ α α

θ
−

⎛ ⎞= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∫ . 

引理 3  设 f 是方程(2)的解, 令 {1, , }cn k∈ 表

示方程(2)中非零系数 ( )jA z ( 0,1, , 1j k= − )的个数.

设 [0, 2π]θ ∈ 和 0ε > . 如果 iez θ
θ υ Δ= ∈ 使得对非零

系数有 ( ) 0jA zθ ≠ , 0,1, , 1j k= − , 则对所有的

1rυ < < 有 
1/( )i i

0, , 1
( e ) exp max ( e ) d

k jr
c jj k

f r C n A t tθ θ
ν

−

= −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫≤ , 

其中常数C ( 0> )满足 
( )

/( )0, , 1
0, , 1

( )
(1 ) max

max ( ) c

j

j k njj k
c nn k

f z
C

n A z

θ

θ

ε
−= −

= −

+≤ . 

2  定理的证明 

定理 1 的证明   不失一般性 , 不妨设 0 δ< <  

1r < 和 1α ≤ . 假设 f 是方程(2)的任意一个解 , 根

据引理 3, ∃常数 1 0C > , 仅依赖于 f 的初值, 使得对

所有的 [0, 2π]θ ∈ , 有 
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利用条件(3)式得 
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结合上式取 2( /( ))kq pkα = , 则有 

( )21 ( ) d ( )
q pz f z A z

Δ

−∫∫ < ∞ . 

因此方程(2)的解 p
qf A∈ . 从而定理 1证毕. 

定理 2 的证明  对固定的 r和θ , ( , , )h r tθ 是关

于 t的一个增函数(当 0q = 时, ( , , )h r tθ 是一个常数).

由(4)式得 
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即 
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设 0 1rδ< < < , 假设 f 是方程(2)的任意一个解, 

根据引理 3, ∃常数 3 0C > , 仅依赖于 f 的初值, 使得

对所有的 [0,2π],θ ∈ 有 
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结合(7)和(8)式得 

i
3 3( e ) exp(log ( , , )) ( , , )f r C h r r C h r rθ θ θ=≤ . 

于是, 根据引理 1有 
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故 

0 1
sup

r<≤

1/
2π2 i
0

1(1 ) ( e ) d
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因此方程(2)的解 p
qf H∈ . 从而定理 2证毕. 

定理 3 的证明  设 0 1rδ< < < , 假设 f 是方程

(2)的任意一个解, 根据引理 3, ∃常数 4 0C > , 仅依

赖于 f 的初值, 使得对所有的 [0, 2π],θ ∈ 有 

 
1 1/( )i i

4 0
0

( e ) exp ( e ) d
k k jr

j
j

f r C k A t tθ θ
− −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫≤ .  (9) 

结合(5)和(9)式得 
i

4( e ) ( , )f r C h rθ θ≤ . 

于是, 根据引理 1得 

( ) d ( )pf z A z
Δ
∫∫

1 2π
40 0

( , ) (1)pC h r Oθ =∫ ∫≤ . 

因此方程(2)的解 pf A∈ . 从而定理 3证毕. 

定理 4的证明  如果 ( ,1)r R∈ , 则由(6)式得 

1
k
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应用关于导数的柯西积分公式和引理 2得 
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其中
(1 ) / 2

((1 ) / 2, ) max ( )
z r

M r f f z
= +

+ = . 

假设 f 是方程(2)的任意一个解 , 根据引理 3, 

∃常数 5 0C > , 仅依赖于 f 的初值 , 使得对所有的

[0, 2π],θ ∈ 有 

 
1 1/( )i i

5 0
0

( e ) exp ( e ) d
k k jr

j
j

f r C k A t tθ θ
− −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫≤ .  (12) 

结合(10)~(12)式得 
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i 1( e ) (1/(1 ) )lf r O rθ +′ = − . 

因此方程(2)的解 1lf B +∈ . 从而定理 4证毕. 
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Abstract: The properties of solutions of higher order linear differential equations in the unit disc was investigated 

by using the skills and methods of differential equations and function spaces. And some sufficient conditions that 

the solutions of higher order linear differential equations belong to some classes function spaces was obtained. 
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