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摘要: 利用半模理论对半模的拟内射性和伪内射性进行了研究, 得出了拟内射半模和 Hom函子的关系; 同
时在半模中引入拟内射盖, 并且获得了一些性质. 
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0  引言 

本文将拟内射模的概念推广至半模中, 给出了
拟内射半模的等价判定, 并且讨论了拟内射半模U

与反变函子 ( )Hom ,R U− 的关系, 拟内射半模对直积

运算的封闭性问题. 同时还引入了半模的拟内射(预)
盖 , 并且对半模的拟内射(预)盖进行了研究 . 为了
对拟内射半模进行更深入研究, 引入了伪内射半模
的概念, 并深入研究了其性质.  

本文中的 R均表示含零元和单位元的加法交换
半环. 如果不特别说明, 所有的半模 M 都是指满足
条件 1m m= 的左 R -半模, m M∀ ∈ , 而且所有的同
态是指左 R -半模同态. 下面给出一些本文用到的相
关概念和结论[1-10].  

(i)设 E 为左 R -半模, 若半模 M 的任意子半模
N 到 E的左 R -半模同态必可开拓为M 到 E的左 R -
同态, 则称 E 为 M -内射半模; 若对任意左 R -半模
M , E都为M -内射的, 则称 E为内射左 R -半模.  

(ii)若 A , B为左 R -半模, 称单同态 :f A B→ 为

可裂的 , 若存在左 R -半模同态 :g B A→ , 满足

Ag f I= .  
(iii)设 M 是半模, 若M 的所有子半模都是可减

的, 则称M 为优半模.  

(iv)若优半模M 是由它的单子半模族 ( ) AMα α∈ 张

成的, 则 B A∃ ⊆ , 使 BM Mβ= ⊕ , 即M 是半单优半模.  

(v)设 M,M ′ , N ′ , N 是左 R -半模, 且 :f M N→

是 R -半模同态, 则 
(a)若 :g M M ′→ 是 k-正则满同态且满足

Ker( ) Ker( )g f⊆ , 则存在唯一的半模同态 :h M ′ →  

N 使得 f hg= ; 此外, 若 f 是单同态, 则 h也是单同

态且有 Ker( ) (Ker( )), Im( ) Im( )h g f h f= = 及 ( )f M =  

( )h M ′ ; 所以 h是半单同态当且仅当 Ker( ) Ker( )g f=

且 h是满同态当且仅当 f 是满同态;  

(b)如果 :g N N′ → 是 i-正则单同态 , 并且满足

Im( ) Im( )f g⊆ , 则存在唯一半模同态 :h M N ′→  

使得 f gh= ; 又 1Ker( ) Ker( ), Im( ) (Im( ))h f h g f−= = . 

h是单同态当且仅当 f 是单同态, 且 h是满的当且

仅当 ( ) ( )g N f M′ = .  

1  拟内射半模 

定义 1  设U 为半模 , 如果对于任意半模 K , 
单同态 :f K U→ 及任意半模同态 : K Uγ → , 存在

半模同态 :U Uγ → , 使得 fγ γ= , 即图 1 交换, 则

称U 是拟内射半模.  
 

 
 

图 1  交换图 
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由定义 1 可以看出, 拟内射半模是比内射半模更

广的一类模.  

命题 1  设U 是一个半模, 则下列论断等价:  

(i)U 是拟内射半模;  

(ii)对任意半模 K 和单同态 :f K N→ (其中 N

嵌入于U 中)及任意半模同态 : K Uγ → , 都存在一

个半模同态 : N Uγ → , 使得 fγ γ= .  

证  (i)⇒ (ii) 如图2所示, 任取单同态 :f K →  

N 及任意半模同态 : K Uγ → , 其中 N 嵌入于U 中, 

设 :i N U→ 为标准嵌入 , 则 :if K U→ 是单同态 . 

因为U 是拟内射半模, 所以存在半模同态 1 :Uγ →  

U, 使得 1ifγ γ= , 取 1 :i N Uγ γ= → , 则 fγ γ= , 从

而(ii)成立.  
 

 
 

图 2  交换图 
 

(ii)⇒ (i) 令 N U= 即得.  

定理 1  设U 是拟内射半模, 对每一个以U 为中

间项的短真正合列 0 0f gK U N⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯→ ,  其

中 f , g 为 k-正则同态, 则序列0 Hom ( , )R
gN U⎯→ ⎯⎯→  

Hom ( , ) Hom ( , ) 0R R
fU U K U⎯⎯→ ⎯→ 是短真正合列 , 

其中 ( )g gα α= .  

证   (i)任取 Ker( ) Hom ( , )Rg N Uα ∈ ⊆ , 则有

( )g α = 0gα = . 又因为 g 为满同态 , 故 ( ) 0Nα = , 

即 0α = , 从而 Ker( ) 0g = .  

(ii)任取 Hom ( , )R N Uα ∈ , 则 ( ) ( )f g f gα α= =  

0gfα = , 即 (Hom ( , )) Ker( )Rg N U f⊆ .  

(iii)任取 Ker( ) Hom ( , )Rf U Uβ ∈ ⊆ , 即 ( )f β =  

0fβ = , 从而 ( )Ker( ) Ker( )g f K β= ⊆ . 又因为 g是

k -正则满同态, 故由半模因子定理知, 存在半模同

态 :h N U→ , 使得 hgβ = , 即 ( )g hβ = . 因此

Ker( ) (Hom ( , ))Rf g N U⊆ .  

(iv)任取 Hom ( , )R K Uγ ∈ , 由U 是拟内射半模

知, Hom ( , )R U Uβ∃ ∈ , 使得 ( )f fγ β β= = , 即 f 为

满同态.  

因此, 综合上述可知, 序列0 Hom ( , )R
gN U⎯→ ⎯⎯→  

Hom ( , ) Hom ( , ) 0R R
fU U K U⎯⎯→ ⎯→ 是短真正合列.  

推论 1   设 U 是拟内射半模 ,  当半模同态

:f K U→ 是单同态时, 则
*

Hom ( , ) Hom ( ,R R
fU U K⎯⎯→  

U)是满同态.  

证   设任取 Hom ( , )R K Uγ ∈ , 因为 :f K U→

是单同态, 所以由U 的拟内射性知, Hom ( ,R Uγ∃ ∈   

U), 使得 *( )f fγ γ γ= = , 因此 *f 是满同态. 

命题 2  设U 是一个拟内射半模, 则对任意单

同态 :f U M→ (其中M 嵌入于U 中), f 是可裂的.  

证  如图 3 所示, 因为U 是拟内射半模, 且M

嵌入于U 中, 根据命题 1知, 对于单同态 :f U M→

和同态 :UI U U→ , 存在半模同态 :M Uγ → , 使得

fγ =  UI . 因此 f 是可裂的.  
 

 
 

图 3  交换图 

 
推论 2  若 U 是拟内射半模 , 则所有单同态

:f U U→ 可裂.  

定理 2  设U 是半模, 若对任意半模 A及任意

单同态 :f A U→ , 都有 f 是可裂的, 则U 是拟内射

半模.  

证  如图 4 所示, 设 A是任意半模, 由单同态

:f A U→ 是可裂的 , 则存在同态 1 :f U A→ , 使得

1 Af f I= . 对任意半模同态 : A Uγ → , 令 1 :fγ γ=   

U U→ , 则 1 Af f f Iγ γ γ γ= = = , 即图 4交换. 因此

U 是拟内射半模.  
 

 
 

图 4  交换图 
 

定理 3  设 ( ) IUα α∈ 是一些左 R -半模的指标集, 

若
I
Uαα∈

Π 是拟内射半模, 则 Iα∀ ∈ ,Uα 是拟内射的. 
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证  如图 5 所示 , 设 K 为任意半模 , :απ  

I
U Uα αα∈

Π → 和 :
I

U Uα α αα
λ

∈
→ Π 分别为标准投射和

标准内射, :f A Uα→ 为单同态, :g A Uα→ 为任意

同态, 由于
I
Uαα∈

Π 是拟内射半模, 则由命题 1 知, 存

在半模同态 1 :
I

h U Uα αα∈
→ Π , 使得 1g h fαλ = . 又令

1 :h h U Uα α απ= → , 则有 1hf h f g gα α απ π λ= = = , 

即图 5交换, 因此Uα 是拟内射半模.  
 

 
 

图 5  交换图 
 

2  半模的拟内射盖 

定义 2  设M 为左 R -半模, 称半模同态 : Eφ →  

M 为M 的拟内射盖, 如果 E是拟内射半模, 并且满
足下述条件:  

(i)对于每个半模同态 : F Mϕ → , 其中 F 是拟

内射半模 , 存在一个半模同态 :g F E→ , 使得

gϕ φ= (见图 6);  

(ii)如果使得 gφ φ= 的同态 :g E E→ 只能是 E

的自同构.  
如果上述条件只有(i)满足, 则称 φ为 M 的拟内

射预盖.  
 

 
 

图 6  交换图 

 
定理 4  设 M 为左 R -半模, 1E , 2E 为拟内射

半模 , 若 1 1: E Mφ → 和 2 2: E Mφ → 都是 M 的拟内

射盖, 则存在同构 1 2:h E E→ , 即 M 的拟内射盖在

同构意义下是唯一的.  

证  如图 7所示, 因为 1 1: E Mφ → 和 2 2: E Mφ →

都是 M 的拟内射盖 , 所以存在半模同态 1 2:g E →  

1,E 2 1 2:g E E→ 使得 2 1 1gφ φ= , 1 2 2gφ φ= , 从而 2φ =  

2 2 1,g gφ 1 1 1 2g gφ φ= ,即
22 1 Eg g I= , 1 2g g =

1EI , 因此存

在同构 1 2:h E E→ , 即半模 M 的拟内射盖在同构意

义下是唯一的.  
 

 
 

图 7  交换图 
 

命题 3  设 ( )i i IM ∈ 是一些左 R -半模的指标集, 

E 为拟内射半模 , 若 ii I
M

∈
⊕ 有拟内射预盖 : Eφ →  

ii I
M

∈
⊕ , 则 iM 有拟内射预盖 :i iE Mπ φ → , 其中

:i i ii I
M Mπ

∈
⊕ → ( i I∀ ∈ )是标准投射.  

证  如图 8所示, 记 :i i ii I
M Mπ

∈
⊕ → 和 :i iMη →  

ii I
M

∈
⊕ 分别为标准投射和标准内射. 设 F 为拟内射半

模, 对于任意同态 : ig F M→ , 由于 : Eφ → ii I
M

∈
⊕ 是

拟内射预盖 , 因此 , 存在半模同态 :h F E→ , 使得

i g hη φ= , 则 i i ih g gπ φ π η= = , 因此 :i Eπ φ → iM 是

拟内射预盖.  
 

 
 

图 8  交换图 
 

命题 4  设M 是左 R -半模, 1E , E是拟内射半

模 , 若 1 : E Mφ → , 2 1: E Eφ → 均是拟内射预盖 , 则

1 2 1: E Mφ φ → 也是拟内射预盖.   

证  如图 9所示, 对于任意半模同态 : F Mϕ → , 

其中 F 是拟内射半模. 由 E 是 M 的拟内射预盖知 , 

存在一个半模同态 1 :g F E→ , 使得 1 1gϕ φ= . 又因

为 1E 是 E 的拟内射预盖 , 所以 1:g F E∃ → , 使得

1 2g gφ= . 取 1 2 1: E Mφ φ φ= → ,则 

1 1 1 2g g gϕ φ φ φ φ= = = . 

因此 1E 是M 的拟内射预盖.  
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图 9  交换图 
 

命题 4说明半模的拟内射预盖具有传递性.  

3  伪内射半模 

定义 3  设 M 为左 R -半模 , 如果对于任意左

R -半模 A , 单同态 :f A M→ 和 :g A M→ , 存在一

个半模同态 :h M M→ , 使得 f hg= , 即图 10 交换, 

则称M 为伪内射半模.  
 

 
 

图 10  交换图 
 

由定义 3 可以看出, 拟内射半模一定是伪内射

半模.  

命题 5  设M 是左 R -半模,则下列各条等价:  

(i)M 是伪内射半模;  

(ii)对任意左 R -半模 A , 任意半模单同态

:f A M→ , :g A N→ (其中 N 嵌入于 M 中), 则存

在一个半模同态 :h N M→ , 使得 f hg= .  

定理 5  半单优半模是伪内射半模.  

证  如图 11 所示, 设U 是半单优半模M 的任意

子半模. α , β 是U 到 M 的任意单同态, 则 ( )Uα , 

( )Uβ 都是M 的直和项, 将α , β 分别限制在 ( )Uα , 

( )Uβ 上, 分别记为α′ , β ′ , 显然它们都是同构. 设

αι , βι 分别是 ( )Uα , ( )Uβ 到 M 的包含映射 , 则

αα ι α ′= , ββ ι β ′= . u U∀ ∈ , 规定 ( ) ( )u uβ α′ , 

则得到 ( )Uβ 到 ( )Uα 的一个同态 , 记为 γ , 显然

α γβ′ ′= , 由于 ( )Uβ 是 M 的直和项, 所以 γ 可扩张

为M 到 ( )Uα 的同态 λ . 显然 βγ λι= , 取 αι λ δ= .于

是 , ( ) ( ( )) ( ) ( )α α α β α αα ι α ι γβ ι λ ι β ι λβ ι λ β′ ′ ′= = = = = = δβ , 

即M 是伪内射半模.  

 
 

图 11  交换图 
 

定理 5指出了伪内射半模和半单优半模的关系.  

定理 6  设 ( ) IUα α∈ 是一些左 R -半模的指标集, 

如 果
I
Uα

α∈
⊕ 是伪内射半模 , 则对任意单同态

:f A Uα→ ( )Iα ∈ 和 :g A Uβ→ ( )Iβ ∈ 都存在同态

:h U Uβ α→ , 使得 f hg= .  

证  设 A为任意半模,对任意单同态 :f A Uα→

和 : ,g A Uβ→ 记 :
I
U Uα α α

α
π

∈
⊕ → 和 :i Uα α →

I
Uα

α∈
⊕

分别为标准投射和标准内射 . 所以对单同态

:
I

i f A Uα α
α∈

→ ⊕ 和 :g A Uβ→ , 因Uβ 嵌入于 I
Uα

α∈
⊕

中, 由命题 5 知, 存在一个半模同态 1 :
I

h U Uβ α
α∈

→ ⊕ , 

使得 1 .i f h gα = 令 1 : ,h h U Uα β απ= → 则 1hg h gαπ= =  

i f fα απ = (见图 12).  
 

 
 

图 12  交换图 
 

推论 3  设 ( ) IUα α∈ 是一些左 R -半模的指标集, 

如果
I
Uα

α∈
⊕ 是伪内射半模 , 则 Iα∀ ∈ ,Uα 是伪内射

半模.  

定理 7  设 1 2 ( 2)nM M M M n= ⊕ ⊕ ⊕ ≥ , 若

M 是伪内射半模, 则 iM 是 -jM 内射的(1 i j≠≤ ≤  

n )且 iM 是伪内射的(1 i n≤ ≤ ).  
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证  因M 是伪内射半模, 由推论 3知, iM 是伪

内射的 . 下面仅需要证明对于 1 i j n≠≤ ≤ , iM 是

-jM 内射的. 首先证明当 2n = 时结论成立. 而对于

当 2n > 时的结论容易推广得到. 如图 13 所示, 若

1 2M M M= ⊕ 是伪内射半模 , 记 1 1 2 1:M M Mπ ⊕ →

和 1 1 1 2:M M Mλ → ⊕ 分别为标准投射和标准内射 . 

任取同态 1:f A M→ 和单同态 2:g A M→ , 定义

1 2:u A M M→ ⊕ , 其中 ( ) ( ( ), ( ))( )u a f a g a a A= ∀ ∈ , 

容易验证 u是一个单同态. 因为 1 2M M⊕ 是伪内射

的, 从而由命题 5 知, 存在同态 2 1 2:h M M M′ → ⊕ , 

使得 u h g′= . 取 1 2 1:h h M Mπ ′= → , 则 1hg h gπ ′= =  

1u fπ = . 因此 1M 是 2 -M 内射半模. 同理 2M 是 1-M

内射的.  
 

 
 

图 13  交换图 
 

定理8  设 1 2N N⊕ 是伪内射半模, 1: Nσ → 2N

是单同态, 则σ 可裂.  

证   设 2 1 2:q N N N→ ⊕ 和 1 2 1:p N N N⊕ → 分

别为标准内射和标准投射 . 如图 14 所示 , 定义

1 1 2: ( )N N Nη σ → ⊕ , 其中 ( ( )) ( ,0)x xη σ = , 易知 η

是单同态 . 又由
1( ) 1 1 2| : ( )Nq N N Nσ σ → ⊕ 是单同态 , 

且 1 2N N⊕ 是 伪 内 射 半 模 , 则 *
1 2: N Nη∃ ⊕ →  

1 2N N⊕ , 使得
1

*
( )| Nqση η= . 记 *

2 1:p q N Nλ η= → , 

则 1,x N∀ ∈ * *( ) ( ) ( ( )) ( )x p q x p q x p xλσ η σ η σ ησ= = = =  

1
( ,0) ( )Np x x I x= = , 即

1NIλσ = , 因此σ 可裂.  
 

 
 

图 14  交换图 
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Quasi-Injective and Pseudo-Injective Semimodule 
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Abstract: By the semimodular theory, the properties of quasi-injective and pseudo-injective to semimodules are 
studied. The relationship of quasi-injective semimodules and HomR(−,U) is got. And the quasi-injective cover to 
semimodules is introduced, then its properties are obtained. 
Key words: quasi-injective semimodule; pseudo-injective semimodule; quasi-injective cover 
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