
第 36卷 第 2期 江西师范大学学报(自然科学版) Vol. 36 No.2 
2012年 3月 Journal of Jiangxi Normal University (Natural Science) Mar. 2012 

                                     

收稿日期: 2011-12-20 
基金项目: 安徽省高校省级自然科学基金(KJ2011B119)资助项目. 
作者简介: 孙合明(1970-), 男, 山东诸城人, 副教授, 博士,主要从事智能计算和优化理论的研究.  

 
文章编号: 1000-5862(2012)02-0171-06 

求矩阵方程 AXB+CYD=E自反最佳逼近解的迭代算法 
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摘要: 利用复合最速下降法的迭代算法对基于自反矩阵(或反自反矩阵)下广义 Sylvester 矩阵方程 AXB+ 
CYD=E 最佳逼近解进行了研究, 证明了无论矩阵方程 AXB+CYD=E 是否相容, 该算法都可以用于计算其最
佳逼近解. 最后, 通过 2个数值实验证明了该算法的可行性. 
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中图分类号: O 24          文献标志码: A 

0  引言 

首先介绍本文中的符号 . m n×R 表示 m n× 阶实

矩阵的集合, I表示单位矩阵, TA 表示矩阵 A的转

置 . 对于矩阵 A , B m n×∈R , ⊗A B表示 A与 B的

Kronecker 积, T, trace( )=A B B A 表示 A与 B的内

积. A 表示矩阵 A的 Frobenius范数, 2 ,=A A A . 

定义矩阵 ( ) m n
ija ×= ∈RA 的拉伸算子 ( )vec ⋅ 为 ( )vec =A  

T
11 21 1 12 22 2 1 2[ , , , , , , , , , , , ] .,m m n n mna a a a a a a a a" " " " H
表示实的 Hilbert 空间. 对于映射 :T H H→ , 所有

关于 T 的不动点的集合表示为 {( ) : |Fix T x H= ∈  

}( )T x x= . 若 2 =P I且 T =P P , 则称实矩阵 P是反

射矩阵. 若 =A PAP (或 = −A PAP ), 则称矩阵 A为

关于 P 的自反矩阵 (或反自反矩阵 ). ( )n n
rR × P (或

( )n n
aR × P )为关于反射矩阵 P的 n 阶自反矩阵空间(或

反自反矩阵空间 ). 设
( )

| ( ),
( )

p p
r

vec
K R

vec
×⎧⎛ ⎞⎪= ∈⎨⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠⎩

X
X P

Y
 

( )q q
rR × ⎫

∈ ⎬
⎭

Y Q , 可证明 K 是凸集. KP 表示到非空凸

集 K 上的投影算子.  
本文考虑如下问题： 

问题Ⅰ 给定矩阵 , , ,m p p n m q× × ×∈ ∈ ∈R R RA B C  

,q n m n× ×∈ ∈R RD E , 求 ( )p p
rR ×∈X P 和 ( )q q

rR ×∈Y Q

使得 

 min.+ = =AXB CYD E    

问题Ⅱ 设问题 I 的解集合为 ES , 给定 * ∈X  

( )p p
rR × P 和 * ( )q q

rR ×∈Y Q , 求 ˆ ˆ( , ) ES∈X Y 使得 

  ( )* * * *
( , )

ˆ ˆ min
ES∈

− + − = − + −
X Y

X X Y Y X X Y Y . 

对于矩阵方程 + =AXB CYD E , 若它们是相容
的, ES 是解的集合；若它们不相容, ES 就是最小二

乘解的集合. 所以无论矩阵方程 + =AXB CYD E 是
否相容, 都可以认为 ES 是问题Ⅰ的解集. 问题Ⅱ是

在 ES 上找和矩阵 * ( )p p
rR ×∈X P 和 * ( )q q

rR ×∈Y Q 最接

近的矩阵. 由于数据不完整或者修改数据, 在线性
系统的测试和复原过程中, 会提出问题Ⅱ, 未知矩

阵的估计值 *X 和 *Y 可以通过实验观测和统计分布
的信息获得.  

文献[1-4]已经讨论了矩阵方程 + =AXB CYD E
的解或最小二乘解, 然而矩阵方程 + =AXB CYD E
的最佳逼近解的研究却不多 . 若矩阵方程 +AXB   

=CYD E是相容的, 下面的文献讨论了最佳逼近解. 
文献 [5]利用广义奇异值分解 (generalized singular 
value decomposition, GSVD)给出了极小范数最小二
乘解 ; 文献 [6]为求极小范数最小二乘解提出一个
算法并且推广了这个算法, 用于计算给定矩阵的最
佳逼近解 ; 文献 [7]利用共轭梯度的思想给出一个
算法用于计算给定矩阵的中心对称最佳逼近解 ; 
文献[8]给出了一个算法用于求解自反矩阵(或反自
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反矩阵)最佳逼近解 ; 文献[9]介绍了最佳逼近解的
表示方法. 上述文献中, 文献[5]仅求解了极小范数
最小二乘解, 而其它文献研究了任意给定矩阵的最
佳逼近解.  

关于不相容矩阵方程 + =AXB CYD E 最佳逼近

解的研究成果较少见. 对于矩阵方程 + =AXB CYD E ,

文献[10]阐述了极小范数对称最小二乘解; 对于矩

阵方程 T T+ =AXA BYB C , 文献[11]给出了极小范数

最小二乘解的表达式; 对于矩阵方程 T T T+ =A XB B X A  

D , 文献[12]讨论了它的极小范数最小二乘解 ; 对

于任意给定矩阵 , 文献[13]提出一种算法求它的最

佳逼近解. 在文献[5-6, 9, 12-13]中, 未知矩阵都是

一般矩阵, 也就是说未知矩阵没有特殊的约束条件. 

对于同一矩阵方程, 无约束未知矩阵的最佳逼近问

题要比有约束未知矩阵的最佳逼近问题容易些.  

关于反射矩阵 P的自反矩阵或反自反矩阵在系

统与控制理论、工程、科学计算等领域中都有广泛

应用[14-16]. 若矩阵方程 H =A XB C 和 =AX B是相容

的, 文献[17-18]分别研究了自反(或反自反)最佳逼

近解. 若矩阵方程 1 1 1=A XB C , 2 2 2=A XB C 是不相容

的 ,文献[19]提出一种算法求自反矩阵(或反自反矩

阵)的最佳逼近解.  

I. Yamada 提出了复合最速下降法(HSDM)[20]. 

HSDM 已经应用于信号处理和正定 Toeplitz 矩阵集

合上最佳逼近解的求解[21]. 本文借助于 HSDM研究

当矩阵方程 + =AXB CYD E 不相容时, 求它的自反

矩阵(或反自反矩阵)最佳逼近解. 

1  迭代算法 

首先给出解决问题Ⅱ的迭代算法, 然后证明该算

法收敛, 最后研究如何计算到非空凸集 K上的投影.  

算法 1: 

步骤 1  输入矩阵 , , ,m p p n m q× × ×∈ ∈ ∈R R RA B C   
*

0 0, , , , ( )q n m n p p q q p p
rR× × × × ×∈ ∈ ∈ ∈ ∈D E X Y X PR R R R

和 * ( )q q
rR ×∈Y Q , k:=1;  

步骤 2  计算 1M = T2( )BB ⊗ T
2( ), =A A M  

T T T T T
1 22( ) ( ), 2( ) ( ), 2( )⊗ = ⊗ = ⊗BD A C N DB C A N DD  

T( )C C , 1 2

1 2
1γ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

M M
N N

; 

步骤 3  令 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

T T T
1

T T
1 ,

k

k

vec

vec vec

−

−

= ⊗ + ⊗

− ⊗

F BB A A X BD

A C Y B A E  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

T T
1

T T
1 ,

T
k

k

vec

vec vec

−

−

= ⊗ + ⊗

− ⊗

G DB C A X DD

C C Y D C E  
计算 

( )
( )

1

1

2 ,k

k

vec
vec

ψ −

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

X F
Y G

1 1
1 1

1 1

( ) ( ) 1 ( , ) ,
( ) ( )

k k
K k k

k k

vec vec
T P

vec vec
ψ

γ
− −

− −
− −

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= − ∇⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

X X
X Y

Y Y
 

     

*
1

*
1

( ) ( ) ( )2 21 ;
( ) ( ) ( )

k k

k k

vec vec vec
T

vec veck k vec
−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X X
Y Y Y  

步骤 4  若 1 1k k k k ε− −− + − <X X Y Y , 则停止; 

否则, 置 : 1k k= + , 转向步骤 3.  
为了证明该算法的收敛性, 首先给出如下的定

义和定理.  

定义 1  若 ,x y S H∀ ∈ ⊂ , ∃ 0κ > , 使 ( )T x −  

( )T y x yκ −≤ , 则 称 映 射 :T H H→ 为

-Lipschitzianκ (或 -Lipschitzianκ 连续 ); 特别地 , 若

对于一切 Hyx ∈, , 有 ( ) ( )T x T y x y− −≤ , 则称

映射 :T H H→ 为非扩展映射.  
定义 2  对于给定的集合 S H⊂ , 若 ,x y S∀ ∈ , 

∃ 0η > , 使 2( ) ( ),F x F y x y x yη− − −≥ , 则称映

射 :F H H→ 在集合 S上η强单调.  

定理 1(hybrid steepest descent method)  设
:T H H→ 是非扩展映射且 ( )Fix T ≠ ∅ , 函数

: Hθ → ∞R∪ 存在 Gâteaux 导数 : H Hθ ′ → , 且θ ′

在 ( )T H 上 -Lipschitzian κ 且η强单调 , 0u H∀ ∈ 和

正实数序列 1( )n nλ ≥ 满足:  
(L1) lim 0nn

λ
→∞

= ;  

(L2)
1

n
n

λ = ∞∑
≥

;  

(L3) 1

2
1lim ( ) 0

nn nn
λ λ λ

+

−
+

→∞
− = ,  

或者 
(W1) lim 0nn

λ
→∞

= ;  

(W2)
1

n
n

λ = ∞∑
≥

;  

(W3) 1
1
| |n n

n
λ λ +− < ∞∑

≥

,  

则由 1 1: ( ) ( ( ))( 0)n n n nu T u T u nλ θ+ + ′= − ≥ 生成的序列

0( )n nu ≥ 强收敛于唯一的 u*, 其中 u*满足 *( )uθ =  
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{ }inf ( ( ))Fix Tθ .  

注 1 1/n nλ = 是满足(W1)~(W3)的序列 1( )n nλ ≥ .  

定理 2[22]  设 K H⊂ 是闭凸子集, 假设 

(i) { }: Hψ → ∞R∪ 是 Gâteaux 可微的凸函数且

它的导数 H Hψ ′ →： 在 H 上满足 -Lipschitzianγ ;  

(ii) { }: Hθ → ∞R ∪ 是 Gâteaux可微的凸函数且

它的导数 H Hθ ′ →： 在 ( )T H 上满足 -Lipschitzianκ

和η 强单调, 其中 : ( )kT P I vψ ′= − , (0, 2 / ]v γ∈ ,  
则 0u H∀ ∈ , 由 1 1: ( ) ( ( ))n n n nu T u T uλ θ− −′= − 产生的序

列 0( )n nu ≥ 强收敛于唯一的
* arg inf ( )

x K
x x

ψ

θ
∈

= , 其中

: arg inf ( )
x K

K xψ ψ
∈

= ≠ ∅ .  

现在对于问题Ⅱ, 在集合 K 上定义函数ψ 和θ,
并证明它们满足定理 2的条件.  

定理 3  设 2( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
AXB CYD E

Y
,则 

( )
2

( )
vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∇ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

X F
Y G

, (1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T Tvec vec= ⊗ + ⊗ −F BB A A X BD A C Y  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T, Tvec vec⊗ = ⊗ +B A E G DB C A X

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T .vec vec⊗ − ⊗DD C C Y D C E     

证  2( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= + − = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
AXB CYD E AXB

Y
 

, , ,− + − = +CYD E AXB CYD E AXB AXB CYD

2 , 2 , 2 , ,+ − − +CYD AXB CYD AXB E CYD E E

( ), ( ) ( ), ( )vec vec vec vec= + +E AXB AXB CYD CYD
 2 ( ), ( ) 2 ( ), ( )vec vec vec vec− −AXB CYD AXB E

 T2 ( ), ( ) ( ), ( )vec vec vec vec+ = ⊗CYD E E E B
T TT ( ),( ), ( ) vecvec vec + ⊗ ⊗⊗ D C Y DA X B A X  

TT T( ) 2 2( ), ( )vec vec vec+ − ⊗⊗ ⊗C Y BB A X D C Y
T2 ( ),( ), ( ) ( ), ( ) vecvec vec vec vec− +⊗ EA X E D C Y E

T T T T( ) ( ( )) ( ) ( ) (vec vec vec= ⊗ ⊗ + ⊗E B A X B A X D

 
T T T T T( )) ( ) ( ) 2( ( )) (vec vec vec⊗ + ⊗ ⊗C Y D C Y B A X D

 
T T T) ( ) 2( ( )) ( ) 2(vec vec vec− ⊗ − ⊗C Y B A X E D

T T T T( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) (vec vec vec vec vec+ = ⊗C Y E E E X B
T T T T T T) ( ) ( ) ( ( )) ( ) (vec vec⊗ + ⊗ ⊗A B A X Y D C D

T T T T)( ( ) 2( ( )) ( ) ( ) ( )vec vec vec+ ⊗ ⊗ −C Y X B A D C Y

 
T T T T T T2( ( )) ( ) ( ) 2( ( )) ( )vec vec vec⎡⊗ − ⊗⎣X B A E Y D C

 
T T T T( ( )) ( ) ( ( )) ( )(vec vec vec⎤− = ⊗ ⊗⎦E E X B A B

 

T T T) ( ) ( ( )) ( )( ) ( )vec vec vec+ ⊗ ⊗ +A X Y D C D C Y
T T T T2( ( )) ( )( ) ( ) 2( ( )) (vec vec vec⊗ ⊗ − ⊗X B A D C Y X B

T T T) ( ) 2( ( )) ( ) ( )vec vec vec− ⊗ +A E Y D C E
T T T T( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )vec vec vec vec= ⊗ +E E X BB A A X
T T T T( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )vec vec vec vec⊗ + +Y DD C C Y E E

T T T T2( ( )) ( ) ( ) ( ) 2( ( )) (vec vec vec⊗ − ⊗X BD A C Y X B

 
T ) ( )vecA E − T T2( ( )) ( ) ( ),vec vec⊗Y D C E

 

则定理 3 

得证. 

定理 4  设
2 2* *( )

( )
vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
X X Y Y

Y
, 

则  

 

*

*

( ) ( )
2

( ) ( )

vec vec
vec vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎛ ⎞

∇ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X X
Y Y Y

.  (2) 

证  
2 2* *( )

( )
vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
X X Y Y X

Y
 

* * * * *, , ( ), (vec vec− + − − = − −X X X Y Y Y Y X X X

* * * * T) ( ), ( ) ( ( )) (vec vec vec vec+ − − = − −X Y Y Y Y X X X
* * T *) ( ( )) ( )vec vec+ − −X Y Y Y Y , 则定理 4得证.  

易 证
( ) ( )
( ) ( )

vec vec
vec vec

ψ ψ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X
Y Y

和

( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞′ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

, 因 此 , 分 别 用

( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

和
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

来 代 替

( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞′⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

和
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞′⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

.  

定理 5  设
( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

和
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

如定理

3和定理 4中所示, 则 

(i)
( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是凸函数;  

(ii)
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是凸函数;  

(iii)
( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是 -Lipschitizianγ ;  

(iv)
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是 -Lipschitzianκ ;  

(v)
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是η 强单调的.  
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证  由凸函数的定义可以证明(i), (ii)成立.  

(iii)令 
T T

1 2( ) ( )= ⊗M BB A A , T
2 2( )= ⊗M BD T( )A C ,  

T T
1 2( ) ( )= ⊗N DB C A , T

2 2( )= ⊗N DD T( )C C ,  

根据(1)式知, 

1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )

vec vec
vec vec

ψ ψ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∇ −∇ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X
Y Y

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( )
2

( ) ( )
vec vec
vec vec

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

F F M M X X
G G N N Y Y

≤  

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( )

vec vec
vec vec

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

M M X X
N N Y Y

 

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )
,

( ) ( )
vec vec
vec vec

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

M M X X
N N Y Y

 

其中 T T T T
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )vec vec= ⊗ + ⊗ −F BB A A X BD A C Y  
T T T T

1 1( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )vec vec⊗ = ⊗ + ⊗B A E G DB C A X DD
T T T T

1 2 2( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )vec vec vec− ⊗ = ⊗ +C C Y D C E F BB A A X
T T T T

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )vec vec⊗ − ⊗ = ⊗BD A C Y B A E G DB
T T T T

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),vec vec vec+ ⊗ − ⊗C A X DD C C Y D C E

因此
( )
( )

vec
vec

ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是 -Lipschitizianγ , 其中 

1 2

1 2
γ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

M M
N N

. 

(iv)由(2)式有 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 ,

( ) ( ) ( )

* *

* *

vec vec
vec vec

vec vec

vec vec

vec vec vec
vec vec vec

θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∇ −∇ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X
Y Y

X X X X

Y Y Y Y

X X X X
Y Y Y Y

 

因此
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是 -Lipschitizian,κ 其中 2κ = .  

(v)再由(2)式可得 

1 2 1

1 2 1

2 1 2 1 2

2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( )

( )
2 ,

( )

( ) ( )
2 2

( ) ( )

vec vec vec
vec vec vec

vec
vec vec

vec

vec vec
vec

vec vec

θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∇ −∇ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X X
Y Y Y

X X X X X
Y Y Y Y Y

X X X X
Y Y Y Y

2

,
⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由定义 2知,
( )
( )

vec
vec

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

∇ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

X
Y

是η强单调的, 其中 2.η =  

从上述证明中可以发现 ( , )ψ X Y 和 ( , )θ X Y 满足

定理 2的条件, 由定理 2可以推出算法 1是收敛的.  
在算法 1 中需要计算到凸集 K 上的投影, 有如

下定理.  

定 理 6  0 0,p p q q× ×∀ ∈ ∀ ∈X YR R , 则 0

0

( )
( )

vec
vec

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
Y

到 K 上的投影计算公式为 

0 0 0
1 1

0 0 0

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( )K
vec vec vec

P
vec vec vec

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X X
Y Y Y

α α
 

              0
2 2

0

( )
,

( ) s s
vec
vec

⎛ ⎞
+ + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
"

X
Y

α α α α , (3) 

其中 1 2, , , s"α α α 是矩阵
T

T

⎛ ⎞⊗ −
⎜ ⎟⎜ ⎟⊗ −⎝ ⎠

0

0

P P I

Q Q I
零

空间的标准正交基.  
证  由自反矩阵的定义知,  

 
{ ,

.
=

=

X PXP
Y QYQ  

(4) 

对(4)式两边运用拉伸算子 ( )vec ⋅ , 有    

 

T

T

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

vec vec vec

vec vec vec

⎧ = = ⊗⎪
⎨

= = ⊗⎪⎩

X PXP P P X

Y QYQ Q Q Y
 

(5)  

(5)式也可以写成  
T

T

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

vec

vec

⎧ ⊗ − =⎪
⎨

⊗ − =⎪⎩

0

0

P P I X

Q Q I Y
 

因此有 

 

T

T

( )
( )

vec
vec

⎛ ⎞⊗ − ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⊗ − ⎝ ⎠⎝ ⎠

0
0

0

P P I X
YQ Q I

.  (6) 

K 中元素就是线性系统方程(6)的解. 因此只要
给定(6)式解集合的标准正交基, 就可以利用(3)式计
算 K上的投影.  

对于问题 I 和问题 II, 若规定矩阵 X, Y 是反自
反矩阵集合, 同样可以得到反自反最佳逼近解.  

2  数值试验 

接下来给出 2 个数值例子来说明上述结论, 所 
有的测试都是在 MATLAB2007R中进行的.  

例 1  考虑矩阵方程 + =AXB CYD E , 其中 

1 1 1
1 1 2
1 1 3

=
− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A , 
1 1 3
2 4 3
1 2 1

= − −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ,  

2 2 1
2 1 2
1 2 1

−
= − −

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

C , 
2 1 1

2 1 1
3 1 4

− − −
=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D ,  
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4 5 7
2 13 9

10 16 2

−
=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

E , 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

= =
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P Q ,  

*
2 0 0
2 0 0
0 0 2

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X , *
0.5 0.5 0
0.5 0.5 0
0 0 0.5

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Y ,  

0 0

10 10 10
10 10 10
10 10 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Y X .  

该方程有多个自反解. 令 1.0ε = × 910− , 利用算
法 1, 可得 

 

211 729

1.999 998 052 875 936 0.000 000 374 425 795 0
1.999 998 052 875 936 0.000 000 374 425 795 0 ,

0 0 2.999 998 671 469 364

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X

211 729

0.499 997 153 848 615 0.500 002 024 930 655 0
0.499 997 638 690 795 0.500 002 509 772 626 0 ,

0 0 0.999 998 567 367 707

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Y   

 

相应的余项为 
6

211 729 211 729 211 729 9.528 48 10R −= + − = ×AX B CY D E , 

其中下标是迭代步数. 在计算误差之内, 可以认为

解满足矩阵方程, 另外可以证明解是自反矩阵.  

例 2  仍然考虑矩阵方程 + =AXB CYD E , A, B, 

C, D, X0, Y0, X*和 Y*同例 1中的一样. 令 

1 0 0
0 0 1
0 1 0

= = −
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P Q , 
14 5 7
2 13 9

10 16 22

−
=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

E , 

可以证明上述矩阵方程是不相容的.  

令 91.0 10ε −= × , 得 

 

5 676 196

8.795 112 231 442 715 4.456 447 081 495 659 4.456 447 081 495 659 4
2.687 357 408 923 304 2.965 530 890 840 564 0.232 157 278 421 583

2.687 357 761 271 955 0.232 157 278 421 583 2.965 531 243 18

− −
= −X ,

9 215

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5 676 196

4.409 244 781 880 800     0.023 118 647 531 487   0.023 118 559 444 309
0.303 163 961 628 089     4.428 330 726 955 296   2.898 493 297 352 236

0.303 164 049 715 267     2.898 493 297 352 236   

−
= − −Y ,

4.428 330 550 780 939

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  

相应的余项为 

5 676 196 5 676 196 5 676 196

4.433 944 972 729 042,
R = + − =AX B CY D E

 

可以验证 3 3
5 676 196 ( )rR ×∈X P , 3 3

5 676 196 ( )rR ×∈Y Q .  

3  结论 

本文根据HSDM, 提出求解方程 + =AXB CYD E

自反最佳逼近解的迭代算法. 无论 + =AXB CYD E

是否相容 , 所给的算法都可以计算其最佳逼近解 . 

数值试验充分说明了算法的可行性, 但算法要求自

反矩阵(反自反矩阵)的集合是凸集, 而且存在收敛

速度慢的缺点. 若其它矩阵方程的未知约束矩阵是凸

集, 则可以应用 HSDM 解决其最佳逼近问题. 针对广

义自反矩阵或 ( , )P Q 广义自反矩阵的方程最佳逼近

解已有一些研究成果, 如何应用 HSDM求解广义自反 

矩阵或 ( , )P Q 广义自反矩阵下方程 + =AXB CYD E

最佳逼近问题是今后的研究工作.  
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The Iterative Algorithm for the Reflexive Optimal Approximation 
Solutions of Matrix Equations AXB+CYD=E 
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Abstract: An iterative algorithm to calculate the optimal approximation solutions of the generalized Sylvester 
matrix equations AXB+CYD=E over reflexive (anti-reflexive) matrix is studied by making use of the hybrid steep-
est descent method (HSDM). The given algorithm can be used to compute the optimal approximation solutions 
whether matrix equations AXB+CYD=E are consistent or not. The effectiveness of the proposed algorithm is veri-
fied by two numerical examples. 
Key words: Sylvester matrix equations; Kronecker product; hybrid steepest descent method; optimal approxima-
tion; reflexive matrix 
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