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基因表达模型的研究进展: 概率分布 

周天寿 
(中山大学数学与计算科学学院, 广东 广州 510275) 

摘要: 定量化基因表达(包括数学建模及定性与定量分析)是理解细胞内部过程的重要一步, 也是当今系统生
物学的核心研究内容. 基因表达模型已从最初的单状态简单模型发展到考虑细化生物过程、众多生物因素的
多状态复杂模型. 基于生物学的中心法则, 综述了有关基因表达模型的最新研究进展, 聚焦于数学模型的完
善、mRNA 与蛋白质数目的概率分布等研究方面. 通过综述, 试图总结出有关基因表达的某些一般性规律, 
并提出今后需要进一步研究的问题与发展方向.  
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0  引言 

基因表达过程是一个复杂的生化过程, 涉及转
录、翻译、调控、活性与非活性状态之间的转移、

染色质重塑、聚合酶的补充、蛋白质的修饰、DNA
环、甲基化等[1-12]. 本质上, 基因表达是动态和噪声
的. 这种分子噪声对细胞功能是重要的, 有益于细
胞之间差异性的形成. 在单细胞或单分子实验方法
允许对各个活性细胞内基因表达的实时涨落观察的

同时, 人们也有相当的兴趣从理论的角度理解基因
表达过程中的各种不同机制是如何影响细胞群体水

平上细胞之间各 mRNA与蛋白质的差异性. 事实上, 
利用基因表达的随机模型定量化分子噪声的不同源

是朝着理解基本的细胞过程以及理解群体水平上细

胞之间差异性的重要一步.  
尽管基因表达过程非常复杂, 但基本的原理还

是生物学上的中心法则. 中心法则主要有 2 个版本: 
一是克里克(Crick)于 1958年提出的遗传信息传递的
规律, 包括由 DNA到 DNA的复制、由 DNA到 RNA
的转录和由 RNA到蛋白质的翻译等过程. 20世纪 70
年代逆转录酶的发现, 表明还有由 RNA逆转录形成
DNA 的机制, 是对中心法则的补充和丰富; 二是指
遗传信息从 DNA传递给 RNA, 再从 RNA传递给蛋
白质, 即完成遗传信息的转录和翻译过程, 也可以

从 DNA 传递给 DNA, 即完成 DNA 的复制过程; 
DNA与RNA之间遗传信息的传递是双向的(从RNA
到 DNA 的传递称为反向转录), 而遗传信息只是单
向地从核酸流向蛋白质. 所有细胞结构的生物都遵
循这种法则. 在某些病毒中的 RNA 自我复制(如烟
草花叶病毒等)和能以 RNA为模板逆转录成DNA的
过程(某些致癌病毒)是对中心法则的补充, 见图 1.  

 

 
DNA→DNA (复制), DNA→RNA (转录 ), RNA−Protein (翻译 ); 
RNA→RNA (复制), RNA→DNA (反向转录). 

图 1  描述生物学中心法则的示意图 
 

随着基因表达调控系统的深入研究, 已揭示出

基于中心法则所描述的调控方式的各种复杂分子机

制. 真核细胞的 DNA 首先是由 RNA 聚合酶在转录

因子的辅助下转录成信使 mRNA, 然后 , 通过

mRNA 的 5´末端进行 capping(封堵)修饰, 剪切加工

去除内含子, 在 3´末端添加 polyA(多聚腺苷酸)尾巴
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之后, 使 mRNA 成为成熟的 mRNA, 由相关的输送

蛋白将其送到细胞核外. 在细胞质中, mRNA会同下

游的翻译起始因子相结合, 当翻译过程被激活之后, 

核糖体将顺着 mRNA 移动, 同时不同的 tRNA 会携

带相应的氨基酸结合到核糖体中与 mRNA上的密码

子相互匹配, 而 tRNA 所携带的氨基酸则会有顺序

地合成到肽链. 最后, 合成的多肽链会在细胞质中

折叠成为一定的构像, 并被其它蛋白质所修饰, 最

终成为有功能的成熟蛋白质.  

相应地, 基因表达水平的定量化需要发展和建
立与实验观察相符合的数学模型. 到目前为止, 有
关基因表达水平研究的数学模型可分为下列 5类:  

(i)单状态模型[13-15]: 即假定基因总是处于活性
状态, 考虑 DNA 到 mRNA 的转录、mRNA 到蛋白
质的翻译. 有时, 仅考虑 DNA到 mRNA的转录过程
或 DNA直接到蛋白质过程(而忽视 mRNA的转录过
程, 此时需要假定转录过程比翻译过程快很多);  

(ii)双状态模型 [16-25]: 即假定基因有 1 个开
(“ON”)状态和 1个关(“OFF”)状态且 ON状态与 OFF
状态之间存在切换, 考虑 DNA 到 mRNA 的转录、
mRNA 到蛋白质的翻译 . 有时 , 仅考虑 DNA 到

mRNA 的转录过程或 DNA 直接到蛋白质过程(而忽
视 mRNA 的转录过程, 此时需要假定转录过程比翻
译过程快很多);  

(iii)多状态模型[26-28]: 即假定基因有若干个 ON
状态和若干个 OFF状态且 ON状态与 OFF状态之间
存在多种可能的切换图案, 考虑 DNA 到 mRNA 的
转录、mRNA 到蛋白质的翻译. 有时, 仅考虑 DNA
到 mRNA的转录过程或 DNA直接到蛋白质过程(而
忽视 mRNA 的转录过程, 此时需要假定转录过程比
翻译过程快很多).  

(iv)自促进模型[13-14, 29-31]: 在前 3类模型的基础
上, 再考虑基因的产物—— 蛋白质作为转录因子促
进基因自身的表达, 这种模型叫做基因自促进模型;  

(v)自压制模型: 在前 3 类模型的基础上, 再考
虑基因的产物—— 蛋白质作为转录因子压制基因自
身的表达, 这种模型叫做基因自压制模型.  

一般地, 当建立基因表达模型时, 需要考虑染
色质模板的结构, 不同的结构导致不同的模型, 如
上述 5 类基因模型中的每一种模型均考虑了染色质
模板的特定结构. 除了这 5 类模型外, 还有其它基
因模型. 本文只综述了这 5 类基因模型中有关概率
分布的研究结果.  

对于某个给定的基因表达模型 , 关注的问题 : 
mRNA或蛋白质数目的概率分布(包括分析的分布、
随机模拟算法); 由有关生化反应所产生的生物噪声
对基因表达水平的定性与定量影响; 反馈(假如存在
的话, 如上面的第 4、第 5 类模型)对分子噪声的影
响与作用; 基因表达的单峰性或双峰性是如何产生
的, 等.  

本文综述了上述某些方面的研究进展, 从最简
单的基因表达模型开始, 介绍 mRNA 或蛋白质的若
干常用分布以及介绍导出 mRNA或蛋白质概率密度
分析表达的数学方法. 这种综述将为深入研究基因
表达、阐明分子噪声的生物学功能奠定理论基础 , 
并提供方法论.  

1  问题的格式: 数学建模 

由于基因表达过程能够由一套生化反应来描述, 
而刻画后者的动态变化最常用的模型是化学主方程

(或叫做生化主方程). 生化主方程是描述一套生化
反应中物种分子数目变化的概率密度函数(probability 
density function: PDF)的微分方程, 包括 2 种形式: 
离散型的主方程与连续型的主方程[32].  
1.1  离散的主方程 

考虑由 N 个物种 { }1 2, , , NX X X" 所组成的耦合

反应网络 , 其状态记为 T
1 2( , , , )Nx x x= "x , 这里 ix

表示物种 iX 的分子数目 . 构成该网络的 M 个反应

由倾向函数 ( )T1 2( ), ( ), , ( )Ma a a= "a x x x 和化学计量

矩阵 ijs⎡ ⎤= ⎣ ⎦s 来描述, 这里 ijs 表示物种 jX 参加第 i

个反应的分子数目的变化. 记 ( )T1 , ,j
j Njs s= "s , 用

( ),P tx 表示物种 iX 在时刻 t有 ix 个分子的概率, 并

假定系统状态的变化是一个马氏过程(即当前的状
态不依赖于历史), 那么相应的化学主方程[32-33]为 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

;
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M
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j
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∂
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这是离散形式的主方程. 假如相应的 ix 代表第 i 个

物种分子的浓度, 那么方程(1)称为连续型的主方程. 

注意到静态密度(记为 ( )P x )满足 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0.
M

j j
j j

j
a P a P

=

⎡ ⎤− − − =⎣ ⎦∑ x s x s x x  

假如所有物种分子的最大数目已知, 那么方程
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(1)能够看出一个庞大的常微分方程(ODE)系统. 例
如, 在一个物种情形, 假如它的最大数目为 10, 那
么相应的主方程是一个 11维的 ODE系统(即 x可能
取值为 0 到 10). 可想而知, 在多个物种情形, 相应
的 ODE系统是多么的庞大.  

给定一套生化反应, 写出其离散主方程的关键
是确定反应倾向函数和化学计量矩阵. 这里给出一
种很一般的写主方程的方法. 考虑一个封闭的体积
Ω (体积的大小亦记为Ω ), 它包含均匀混合的化学
物种 jX ( 1, 2, , )j N= " . 让 jn 表示物种 jX 的分子数. 

一个典型的生化反应式是由一套化学计量系数 ,j js r

所决定, 其一般形式为 

_1 1
.

m mk
j j j jk

j j
s X r X+

= =
∑ ∑ZZZXYZZZ  

这里 0js ≥ , 0jr ≥ 是整数 . 在化学动力学中 , 

常习惯以密度或浓度的形式表示物种 j jc n Ω= . 

此时 , 对于正向反应 , 其转移率服从所谓的 Van 

Hoff 规则
1

j
m s

j
j

k c+
=
∑ , 它表示单位体积单位时间内的

分子碰撞数目. 这样, 由反应式 { } { }j j j jn n r s→ + − , 

知道第 j个物种的正向比率方程为 

( ) ( )
1

d
d

j
m sj

j j j
j

c
k r s c

t +
=

= − ⋅∏  

类似地, 可写出其反向反应的比率方程. 现在, 
容易给出对应于上述反应式的主方程. 让 ( );P n t 表

示联合概率密度. 注意到在
1

j
m s

j
j

k c+
=
∑ 中, 对于涉及物

种 jX 的 js 个分子的碰撞, 其碰撞的概率正比于因子 
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此时, 相应于整个反应式的主方程为 
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(2)

 

这里 I 代表恒同算子 , Ε + 和 −Ε 是平移算子 , 

其 操 作 规 则 是 ( ) ( )k f n f n kΕ + = + , ( )k f nΕ − =  

( )f n k− . 方程(2)对于依据生化反应式写出相应的

主方程极为有用的, 它是建立随机模型的基础. 对
于由多个反应式所组成的系统, 首先根据公式(2)分
别写出每个反应对应式的主方程, 然后把这些主方
程相加便给出整个系统的主方程.  

例 1  对于生化反应 
1 2, 2k kA X X B⎯⎯→ ⎯⎯→ , 

相应的主方程为 

( ) ( )( )[ ]1 2
d

( 1) ,
d

n
A n n

p
k I p k I n n p

t
ϕ Ω Ε Ω Ε− +2= − + − −

这里 Aϕ 表示 A的浓度, ( );np P n t= 代表物种 X 在 t

时刻具有 n个分子数的概率密度. 

例 2  考虑酶反应系统 
1
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它满足保守性条件 : [ ] *
TE E E⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ (总浓度 , 假定

为常数). 用 n表示 *E 的分子数目, TN 表示酶的总

数目, 假定为常数. 那么, 相应的主方程 
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与 概 率 密 度 函 数 密 切 相 关 的 是 母 函 数

(generating function). 对于概率密度 ( );P n t , 记其母

函数为 ( );G z t , 则两者之间的关系是 

( ) ( )
0

; ; ,n

n
G z t P n t z

∞

=
= ∑  

反过来, 由母函数可给出概率密度, 即 

( ) ( )
0

1; ; .
!

n
z z

P n t G z t
n =

= ∂  

对于联合概率密度, 也可类似地引进母函数, 例如, 

对于联合概率密度 ( ), ;P m n t , 相应的母函数为 
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0
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n
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反过来, 有 
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1.2  CK主方程 
主方程的另一种形式是 Chapman-Kolmogorov 

(CK)主方程(需要假定马氏过程, 但连续随机变量可
以出现跳跃, 即带跳的随机变量), 其一般形式为 
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( ), tA x 代表漂移向量, ( ), tB x 代表扩散矩阵, 它们

的含义为: 给定 ( )t =X x , 连续过程的状态增加向

量 ( ) ( )t t t+ Δ −X X 以 ( ), tA x 为平均, 以 ( ), tB x 为方

差. ( ),W tx z 叫做对应于跳跃( →z x )的转移率. 下

列是几种特殊情形的数学模型:  

(i)若 ( ) ( ) ( ), , , 0ijB t W t W t= = =x x z z x , 则 CK

方程变为确定性的刘维尔(Liouville)方程;  
(ii)若 ( ) ( ), , 0ijt B t= =A x x , 则 CK 方程变成描

述带跳的且具有不连续道路的主方程;  

(iii)若 ( ) ( ), , 0W t W t= =x z z x , 则CK方程变成

普通的 Fokker-Planck方程;  

(iv)若 ( ), 0ijB t =x , 则 CK方程变成刘维尔方程.  

因此, CK方程是连续情形下主方程的一般形式. 
当写这种类型的方程时, 关键是理解问题的背景, 并

确定 ( ), tA x 、 ( ), tB x 和 ( ),W tx z . 一般地, 求解这种

类型的方程是比较困难的, 没有有效的方法可循.  
为了理解 CK方程, 这里给出 1个例子. 考虑下

列状态过程:  
2 31

2
1 2 3 1,I I I Iλ λλ

λ′
⎯⎯→ ⎯⎯→ZZZXYZZZ  

它构成一个环路, 这里 iI 可理解为状态(如基因的活性

或非活性状态 ), iλ ( 1,2,3i = )和 2λ′ 是转移率 . 让

( ),iP x t 表示物种如mRNA、蛋白质、代谢物等(记为 X , 

假定其降解率为δ )在 iI 状态处、 t时刻具有浓度 x的

概率密度, 这里 1, 2,3i = , 那么相应的 CK方程为 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

11
1 1 3 3

22
1 1 2 3

2 2

33
2 2 3 2

3

,,
, , ,

,,
, ,

, ,

,,
,

, .

xP x tP x t
P x t P x t

t x
xP x tP x t

P x t P x t
t x

P x t

xP x tP x t
P x t

t x
P x t

δ
λ λ

δ
λ λ

λ

δ
λ λ λ

∂ −⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦+ = − +
∂ ∂

∂ −⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦ ′+ = + −
∂ ∂

∂ −⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦ ′+ = − + ⋅
∂ ∂

 

感兴趣的问题是 : 如何给出总的概率密度

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , ,P x t P x t P x t P x t= + + 的分析表达, 特别

是, 如何给出其静态概率密度的分析表达? 

1.3  一般求解方法 
对于离散主方程(1), 引入母函数 

( ) ( )
( )1, ,

;
Nn n

G t P ;t
=

= ∑
"

n

n
z n z , 

这里 1 2
1 2 ,Nnn n

Nz z z≡ "nz  则得线性微分方程 

 ( ) ( ); ; ,G t L G t
t
∂

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∂ zz z   

其中 Lz是某一 Hilbert 空间 H 上的线性算子, 且 Lz
由方程(1)的右端函数决定. 利用线性算子理论知道: 

对于线性算子 Lz , 存在 1组特征值 { }jλ 和 1 组相应

的特征向量 ( ){ }jϕ z , 使得 

 ( ) ( ) ,j j jL ϕ λ ϕ⎡ ⎤ =⎣ ⎦z z z   

这里 ( ){ }jϕ z 关于H 的内积是相互正交的(即 1 组正交

基). 利用这种正交基, 函数 ( );G tz 在H 上可表示成 

 ( ) ( ) ( ); ,j j
j

G t G t ϕ=∑z z    

这里 ( )jϕ z 亦叫做函数 ( );G tz 的特征函数 . 同时利

用 ( ){ }jϕ z 的正交性, 有 

 ( ) ( )d .
d j j jG t G t

t
λ=   

由于 { }jλ 并不依赖于变量 t , 因此函数列

( ){ }jG t 容易确定且 ( ) e jt
j jG t A λ= . 一旦 ( ){ }jG t 被

确定, 那么母函数 ( );G tz 就完全确定. 这就是求解

母函数的一般方法. 
在这种方法中, 关键是 
(i)如何由主方程确定算子 Lz ; 

(ii)如何计算出算子 Lz的特征值{ }jλ 和特征向量

( ){ }jϕ z . 

值得指出的是: 假如采用量子力学符号[34]来表示

上述数学操作, 那么所有的运算过程将变得更简洁.  
主方程的求解问题(包括求静态解与动态解)并

没有解决, 然而对于某些特殊类型的主方程, 还是
可以求解的. 在下一节中, 将简单地介绍上述 5 类
基因模型的求解问题.  

2  概率密度的分析表达 

2.1  单状态基因模型 
假定蛋白质以爆发(burst)的方式生成, 这里1个

mRNA分子在它消耗前被翻译成几个蛋白质分子 , 
并假定mRNA的寿命比蛋白质的寿命要短 .  此时 ,  
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蛋白质的生成能够被2个参数特征化 : 每个细胞周

期内爆发的平均数目, 即 0 1a dν= ; 每个爆发中产

生蛋白质分子的平均数目, 即 1 0b dν= , 这里 0ν 是

目标基因转录成mRNA的比率 , 1ν 是目标mRNA翻

译成蛋白质的比率, 参数 0d 和 1d 分别是mRNA和蛋

白质的降解率 . 让 ( )x t 代表1个细胞内蛋白质的浓

度, 它是一个连续的随机变量, 且当生成爆发发生

时, ( )x t 随时间可跳跃地变化. 又记 ( )P x 为细胞群

体中蛋白质的概率密度函数, 那么它可用连续的主

方程(即CK主方程) 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0
, d

xP x
d xP x w x x P x x

t x
ν

∂ ∂ ′ ′ ′= +⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂ ∫  

来刻画, 这里 x n V= (V 表示细胞的体积), 第 1 项

描述蛋白质的减少, 第 2 项描述爆发时蛋白质的生

成, 且设 

( ) ( ) ( ), ,w x x w x x x xδ′ ′ ′= − −  

( )w x x′ 是条件概率(给定爆发前的蛋白质浓度为 x′ ), 

δ -函数保守总概率密度(可解释为由于蛋白质的爆

发生成远离 x而导致已有蛋白质浓度的密度损失). 

假定爆发的大小 ( )x x′− 独立于目前的蛋白质浓度

( x′ ), 并服从某个特征密度 ( )x xν ′− . 在这些假定下, 

能够表示 

 ( ) ( ) ( ) ( ), .w x x w x x x x x xν δ′ ′ ′ ′= − = − − −    

现在, 假定生成爆发的大小服从指数分布 

( ) 1 e ,x bx
b

ν −=  

其中 1 0b dν= . 应用拉普拉斯变换, 可求得分析解[13] 

 ( )
( )

11 e .a x b
aP x x

b a
− −=

Γ
  

这说明 x服从 Gamma 分布, 它是最常用的蛋

白质分布.  

上述基因模型没有考虑转录过程. 假如补充考

虑转录过程, 那么相应的主方程为 

(注意到相应的生化反应式为 
0 0 1 1DNA DNA , , )d dm m m nν ν⎯⎯→ + ⎯⎯→∅ ⎯⎯→ ⎯⎯→∅  

( ) ( )
( ) ( )

,
0 1, , 1 , 1 ,

0 1, , 1 , 1 ,1 1 ,

m n
m n m n m n m n

m n m n m n m n

P
P P m P P

t
d m P mP d n P nP

ν ν− −

+ +

∂
= − + − +

∂
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (3 )

 

其中 m和 n分别代表 mRNA 和蛋白质数目, ,m nP 代

表联合概率密度. 若引进母函数 

( ) ,
,

, ; ,m n
m n

m n
G z z t z z P′ ′= ∑  

则方程(3)变成下列偏微分方程 

( ) 11 ,G u G G ub u a G
u

γ
υ υ υ τ υ
∂ ∂ ∂⎡ ⎤− + − + =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

这 里 0 1a dν= , 1 0b dν= , 0 1d dγ = , 1d tτ = , 

1u z′= − , 1zυ = − . 采用特征线求解方程(4), 并利
用概率密度与母函数之间的关系可求得蛋白质概率

密度的分析表达[17]为 

 
( )

( )
( ) 2 1

1 1 e
! 1 1

1, ;1 ;
e

an

n
b bP

n b b

a n bF n a a n
a b

τ

τ

τ
−⎛ ⎞+⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Γ + +⎛ ⎞− − − − ⋅⎜ ⎟Γ +⎝ ⎠

 
(4)

 

注意这一分析表达仅当 1γ � , 1τ γ −> , 且 a和

b都是有限时才是有效的, 其中 ( )2 1 , ; ;F a b c z 是超几

何函数. (4)式表明蛋白质数目服从超几何分布. 让
τ → +∞ , 则得蛋白质的静态概率密度 

( )
( ) ( )

1 ,
1 1 1

n a

n
a n b bP

n a b b
Γ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这表明蛋白质数目服从负二项分布[35].  

2.2  双状态基因模型 
单状态基因模型假定基因总是处于活性状态 , 

但更真实的情况是基因具有两状态: ON状态和 OFF
状态. 这里, 将导出有关概率密度的分析表达.  

假设转录和翻译过程合并成单步, 则简化的两
状态基因模型的生化反应式可表示成下列一般格式 

 
, ,

I A,  A I,  

A A X X

λ γ

μ δ

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ + ⎯⎯→∅
  

其中 I 表示基因失活态, A表示基因激活态, X 代

表 mRNA 或蛋白质. 当 μ 相对于其它反应比率足够

大的时候, 物种( X )的浓度( x )可看作连续变量. 定

义 ( ),AP x t 和 ( ),IP x t 分别为 X 处于活性与非活性状

态的概率密度, A IP P P= + 为 x的总概率密度 P , 则

相应的主方程为 

 
,

,

A A
I A

I I
I A

P J
P P

t x
P J

P P
t x

λ γ

λ γ

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
∂ ∂

+ = − +
∂ ∂

 (5) 

其中 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, , .
A A

I I

J x t x P x t

J x t xP x t

μ δ

δ

= −

= −
  

方程(5)即为基因具有活性和非活性状态时的随
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机模型, 求解这一方程得静态概率密度[36] 

( )
( )( )

( ) ( )

1 11
,P x x x

λ γ γλ
δ δ δδ

λ γ δμ μ
δ λ δ γ δ δ

− − −−Γ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ Γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

这表明 x服从Beta分布, 其中 ( )Γ ⋅ 表示Gamma函数. 

当失活率 γ 远大于激活率 λ , 且稍大于 X 的降解速

率 δ 时, ( )P x 可逼近一个 Gamma分布, 即 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 e ,xP x x λ δ γ μγ μ γ μ
λ δ

− −=
Γ

  

这时概率密度仅由 λ δ 和 γ μ 这 2个参数决定.  
上述模型仅考虑一个过程(转录或翻译), 下面

的模型同时考虑了转录与翻译过程. 让 (0)
,m nP 表示在

t时刻且启动子是非活性时有 m个 mRNA 和 n个蛋

白质, 让 (1)
,m nP 表示在 t时刻且 DNA 是活性时有 m个

mRNA和 n个蛋白质. 此时, 相应的生化反应式为 

非活性(没有转录发生): 0

1

k

k
A IZZZXYZZZ ( m n、 不变), 

1 1dm nν⎯⎯→ ⎯⎯→∅ , 

活 性 : 1 0 0

0

k d
k

I A mν⎯⎯→ ⎯⎯→∅ZZZXYZZZ , 1m ν⎯⎯→  

1dn ⎯⎯→∅ , 
主方程由 2个耦合的微分方程构成 

 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

(0)(0) (1) (0) (0)
, 1 , 0 , ,, 1

(0) (0)(0) (0)
, ,1, , 1

(1)(1) (1) (0)
, 1 , 0 , , 1

(1) (1)(1) (1)
, ,1, 1,

(1)
,

1

1 ,

1

1

m n m n m n m nm n

m n m nm n m n

m n m n m n m n

m n m nm n m n

m n

P P P n P nP

m P mP bm P P

P P P n P

nP a P P m P

mP bm

τ κ κ

γ

τ κ κ

γ

+

+ −

+

− +

∂ ∂ = − + + − +

⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦

∂ ∂ = − + + + −

⎡+ − + + −⎣

+ ( )(1) (1)
,, 1 ,m nm nP P−

⎤− ⎦
(6)

 

其中 0 0 1k dκ = , 1 1 1k dκ = , 0 1a dν= , 1 0b dν= , 

0 1d dγ = . 为了求解此方程, 引进 2个母函数 

( ) ( )(0) (0)
,

,
, m n

m n
m n

f z z z z P′ ′= ∑ ,  

( ) ( )(1) (1)
,

,
, ,m n

m n
m n

f z z z z P′ ′= ∑  

则方程(6)变成下列偏微分方程组 

 
( )

( )

(0) (0)
(1) (0)

1 0

(0)

(1) (1)
(1) (0)

1 0

(1)
(1)

1 1

1 ,

1 1

1 ,

f ff f

u fb u
u

f ff f

u u fa f b u
u

κ κ
υ τ υ υ

γ
υ

κ κ
υ τ υ υ

γ
υ υ

∂ ∂⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦∂ ∂
∂⎡ ⎤+ −⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦

∂ ∂⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦∂ ∂
∂⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦

 (7) 

其中 1u z′= − , 1zυ = − . 尽管方程(7)是线性方程 , 

但其系数并不是常数, 因此一般很难找到它的通解. 
然而, 感兴趣的是静态概率密度, 并求得蛋白质的
概率密度[17] 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 1

0 1

2 1 0 1 0 1

1 1

1 , ; ; ,
1 1

n

n

a

n n bP
n n b

b bF n n
b b

α β κ κ
α β κ κ

α κ κ β κ κ

Γ + Γ + + ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟Γ + Γ Γ Γ + + +⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

其中 (0) (1)
n nP P P= + , 2个参数为 

( )2
0 1 0 1 0

1, 4 .
2

a a aα β κ κ κ κ κ⎛ ⎞= + + ± + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2.3  多状态基因模型 
引入下列生化反应 

 

( )1

1

1, 2, , 1 ,

, ,

, ,

, .

k

L

pm

pm

k k

L

I I k L

I A A I

A A M M M P

M P

λ

λ γ

μμ

δδ

+⎯⎯→ = −

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ + ⎯⎯→ +

⎯⎯→∅ ⎯⎯→∅

"

  

这里 γ 是基因失活率, Lλ 是基因激活率, kλ 是

从第 k 个“关”状态到第 ( )1k + 个“关状态的转移率

( 1,2, , 1k L= −" ), mμ 是基因处于活性态的转录率 , 

mδ 是 mRNA的降解率, pμ 是 mRNA的翻译率, pδ

是蛋白质的降解率. 注意到: 假如 1L = , 那么相应
的基因模型将变成熟识的两状态基因模型(或电报
模型). 因为 mRNA并不受蛋白质影响(即没有反馈), 
可考虑独立于蛋白质的 mRNA的主方程.  

让 m表示 mRNA 的数目 , ( )0 ,P m t 和 ( ),kP m t  

( 1, 2, ,k L= " ) 分别表示 mRNA在 t时刻活性状态和
非活性状态有 m个 mRNA 分子的概率密度. 那么, 
相应的主方程可表示为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0

1
0

1
1 1 0

1

1 1

d ,
, ,

d

, ,

d ,
, ,

d
, ,

d ,
, ,

d
, 2, , ,

L L

m m

m

k
k k k k

m k

P m t
P m t P m t

t

mP m t

P m t
P m t P m t

t
mP m t

P m t
P m t P m t

t
mP m t k L

γ λ

δ μ

λ γ

δ

λ λ

δ

−

− −

= − + +

⎡ ⎤− + − ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

= − + +

− ⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + +

− =⎡ ⎤⎣ ⎦ …

E I E I

E I

E I

 (8) 

其中 I是单位算子, E 和 1−E 是平移算子(或步长算
子), 即对任意函数 f 和任意整数 n , 有 

( )f n =⎡ ⎤⎣ ⎦E ( )1f n + , ( ) ( )1 1f n f n− = −⎡ ⎤⎣ ⎦E . 

为了求解方程(8), 对 ( );kP m t 引入母函数 
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( ) ( ) ( )
0

, ,  0,1, , ,m
i i

m
G z t z P m t i L

∞

=

= =∑ …  

这样, 从方程(8), 可获得关于 ( );kG z t 的微分方程 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0

0
0

1
1 1 0

1

1 1

,
, ,

,
1 1 , ,

,
, ,

,
1 ,

,
, ,

,
1  2, , ,

L L

k
k k k k

k

G z t
G z t G z t

t
G z t

z z G z t
z

G z t
G z t G z t

t
G z t

z
z

G z t
G z t G z t

t
G z t

z k L
z

γ λ

μ

λ γ

λ λ − −

∂
= − + +

∂
∂

− + −
∂

∂
= − + +

∂
∂

−
∂

∂
= − + +

∂
∂

− =
∂

…

 

这里所有的参数和时间被 mδ 所规范化 , 即

( ) 1, ,k m k k Lλ δ λ→ = … , mγ δ γ→ , m mμ δ μ→ ,  

mt tδ → . 记
0

L

k
k

G G
=

≡ ∑ , 则可求得静态母函数 

( ) ( )( )1 2 1 2, , , ; , , , ; 1 .L L L LG z F a a a b b b z Cμ= −" "  

这里 C 是一个规范化常数 , 它由条件 ( )1 1G =

决定, 蕴含着 1C = ; L LF 是广义超几何函数 [37]. 在

1z = 点 Taylor展开函数 ( )G z , 并利用概率密度于母

函数之间的关系, 获得 mRNA 的概率密度的分析表
示[28] 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1

1 1

1 1

!

, , ; , , ; .

L L

k k m
k k
L L

k k
k k

L L L L

a m b
P m

m
a b m

F a m a m b m b m

μ

μ

= =

= =

Γ + Γ
= ⋅

Γ Γ +

+ + + + −

∏ ∏

∏ ∏
" "

 

这就是所求的 mRNA的静态概率密度函数.  
2.4  基因自促进模型 

考虑下列生化反应 

,

,

,

,

a

I A

I P A P

A A P

P

λ

γ

μ

δ

+ ⎯⎯→ +

⎯⎯→ +

⎯⎯→∅

ZZZXYZZZ

 

其中 P 代表蛋白质. 让 ( )0 ;P m t 和 ( )1 ;P m t 分别表示

基因处在 I 和 A状态于 t时刻有 m个蛋白质分子的
概率密度, 那么有关的主方程为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0 1 0

0 0

d ;
; ; ;

d
1 1; ; ,

P m t
P m t P m t amP m t

t
m P m t mP m t

λ γ

δ

= − + − +

+ + −⎡ ⎤⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
0 1 0

1 1

1 1

d ;
; ; ;

d
1 1; ;

1; ; .

P m t
P m t P m t amP m t

t
m P m t mP m t

P m t P m t

λ γ

δ

μ

= − + +

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦
− −⎡ ⎤⎣ ⎦

 

为了求解此方程, 可采用泊松表示法[38], 并求得 

 ( ) 1 1 ; ; ,
1 1 1

P m F m m
a a a

λ λ γ μ+⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
∼  (9) 

两者相差 1个规范化因子, 其中 a代表反馈强度. 根

据(9)式, 可讨论反馈对 mRNA概率密度以及对分子

噪声的影响.  

2.5  基因自压制模型 
考虑下列生化反应 

,

,

,

.

r

I A

A P I P

A A P

P

λ

γ

μ

δ

+ ⎯⎯→ +

⎯⎯→ +

⎯⎯→∅

ZZZXYZZZ

 

让 ( )0 ;P m t 和 ( )1 ;P m t 分别表示基因处在 I 和 A

状态于 t 时刻有 m个蛋白质分子的概率密度, 那么

有关的主方程为 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
0 1 1

0 0

1
0 1 1

1 1

1 1

d ;
; ; ;

d
1 1; ; ,

d ;
; ; ;

d
1 1; ;

1; ; .

P m t
P m t P m t rmP m t

t
m P m t mP m t

P m t
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为了求解此方程, 可采用泊松表示法, 并求得

mRNA的静态概率密度  
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其中 r代表反馈强度.  

3  讨论 

本文给出了几种常见随机基因模型中 mRNA或

蛋白质数目的概率密度. 实际的基因模型可能会更

复杂, 例如, 可能涉及多个活性状态之间的转移、多 
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个活性与非活性状态之间的转移、上游基因的产物

(如蛋白质 )作为转录因子调控下游基因的表达、
DNA 环、甲基化、后翻译等. 如何建立更复杂的随
机基因模型并导出有关 mRNA与蛋白质数目变化的
概率分布是一个值得深入研究的问题, 也是一个十
分有趣的问题.  

对于某个感兴趣的物种(如 mRNA和蛋白质等), 
假如知道或导出了它的概率密度或概率分布, 那么
所有相关的随机信息(如平均、方差、Fano 因子等)
均可分析地给出. 这样, 就能够进一步研究分子噪
声在基因表达过程中的生物学功能与作用 . 目前 , 
关于分子噪声源及分子噪声的生物学功能等已成为

系统生物学的一个重要研究方向, 在国际顶尖刊物
(如 Nature、Science等)上经常有相关研究的报道.  

任何生物系统或网络本质上可看成是信号系统, 
这里物种分子的数目或浓度是动态变化的. 以前的
文献采用线性噪声逼近法研究了噪声信号的传播问

题[14, 39], 但线性噪声逼近具有诸多局限性, 常常不
能够很好地刻画物种分子数目的实际变化. 相对地, 
研究信号分子的概率分布传播问题更真实、更有实

际意义. 这在数学上可归纳为以下问题:  

对于由 ( )=Y f X 刻画的信号系统 , 这里 X 代

表输入信号(可以是多维的), Y 代表输出信号(亦可
是多维的), 函数(可为向量函数 ) f 刻画响应情况

(注: f 可以代表生化网络). 假定输入变量 X 服从

某个分布 ( )IP X , 那么如何给出Y 的分布 ( )OP Y .  

目前, 有关信号分子的概率分布传播问题的研
究文献几乎还没有, 值得深入研究.  
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Review on Gene Expression Models: Probability Distribution 
ZHOU Tian-shou  

(School of Mathematics and Computational Sciences, Sun Yat-Sen University, Guangzhou Guangdong 510275, China) 

Abstract: Quantifying gene expression (including mathematical modeling and qualitative and quantitative analysis) 
is not only an important step toward to understanding intracellular processes but also the core of the current sys-
tems biology. Gene expression models have been developed to complicated multi-state models considering detailed 
biological processes and a number of biological factors from the initial simple single-state models. Based on central 
dogma in biology, The proceeding in the study of gene expression models, focusing on improvement of mathe-
matical models, probability distribution of mRNAs and proteins, etc. are simply reviewed. Consequently, some 
general laws related to gene expression are summarized. In addition, some issues to deserve further studies are 
discussed and potential directions are pointed out. 
Key words: gene expression; gene state; biochemical master equation; probability density; generating function 
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