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一类高阶线性微分方程解的增长性 
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摘要: 利用 Nevanlinna 的基本理论和方法, 研究了齐次线性微分方程 ( ) 1
1 0k k

kf A f Af−
−+ + + =" 及非齐次

线性微分方程解的增长性. 在假设存在某个 (1 1)sA s k −≤ ≤ 具有有限亏值的有限级整函数的情况下, 证明了
齐次线性微分方程的任一非零解均为无穷级, 非齐次方程除 1个例外解外, 其它的非零解也均为无穷级.  
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0  引言与结果 

本文使用值分布的标准记号 [1-2] , 用 ( )fρ 和

( )fμ 分别表示亚纯函数 f 的级与下级 , ( )fλ 、 

( )fλ 分别表示亚纯函数 f 的零点及不同零点收敛

指数, ( , )N r f 表示函数 f 在 z r≤ 内的极点的密指

量, ( , )m r f 表示 f 的均值函数, 用 ( , )T r f 表示 f 的

特征函数, deg jA 表示多项式 jA 的次数.  

关于 2阶线性微分方程 
 ( ) ( ) 0,f A z f B z f′′ ′+ + =  (1) 
众所周知, 当 ( )A z 、 ( )B z 是整函数时, 方程(1)的解

都是整函数, 并且如果 ( )B z 是超越的, 而 1f 和 2f 是

方程(1)的 2 个线性无关解, 那么 1f 、 2f 中至少有 1

个是无穷级. 自然会问: 当 ( )A z 、 ( )B z 满足什么条

件时 , 会使得方程(1)的任一非零解都是无穷级呢? 

1988年 G.Gunderson在文献 [3]中给出 ( )A z 、 ( )B z 是

整函数并满足 ( ) ( )A Bρ ρ< ; 以及1991年S.Hellerstein、

J.Miles 和 J.Rossi 在文献 [4]中给出 ( )A z 是多项式, 

( )B z 是超越的 , 或者 ( ) ( ) 1/2B Aρ ρ< ≤ , 在这些条

件下方程(1)的任一非零解均为无穷级.  

由此自然会想到 : 如果给出 ( ) ( )A Bρ ρ= ,或者

( ) 1/ 2Aρ > , ( ) ( )B Aρ ρ< , 是否方程 (1)的任一非零

解的级还会是无穷? 2011年伍鹏程在文献 [5]中, 利

用亏值进一步研究了相关问题, 证明了下面的定理.  

定理 A  假设 ( )A z 是具有有限亏值的有限级整

函数 , ( )B z 是超越整函数 , ( ) 1/ 2Bμ < , 则方程(1)

的任一非零解均为无穷级.  

1993 年, 陈宗煊在文献 [6]中, 证明了以下 2 个

定理.  

定理 B  设 1 1, , , kA A A −" 是整函数, 假设下面的

(i)或(ii)成立 

(i) ( ) ( )jA Aρ ρ< < ∞ ( 1, 2, , 1)j k= −" ;  

(ii) A是有限级整函数, 1 1, , kA A −" 是多项式,  

那么微分方程 

 ( ) 1
1 0k k

kf A f Af−
−+ + + ="   (2) 

的所有非零解具有无穷级.  

定理 C  设 1 1, , , ,kA A A F−" (≡/  0)是有限级整函

数, 2k ≥ , 并假设下面的(i)或(ii)成立  

(i) ( ) ( )jA Aρ ρ< ( 1, 2, , 1)j k= −" ;  

(ii) 1 1, , kA A −" 是多项式, A是超越的,  

那么微分方程 

 ( ) 1
1

k k
kf A f Af F−
−+ + + ="   (3) 

至多有 1 个可能的有限级例外解 0f , 其它的所有解

f 满足 

( ) ( ) ( )f f fλ λ ρ= = = ∞ . 

涂金等在文献 [ ]7 中也研究了关于方程(2)~(3)

解的增长级问题 , 是在假定其系数 ( )jA z 具有某类

特殊形式时证明了方程的非零解具有无穷级.  
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本文一方面将定理 A中 2阶微分方程推广到高
阶微分方程形式, 同时在对定理 B、定理 C 中的条
件 ( ) ( )jA Aρ ρ< 也有所改变的情况下 , 仍可以得到

相同的结论, 其主要结果如下.  

定理 1  设 A 为超越整函数 , 0 ( ) 1/ 2,Aμ< <  

1 1, , ( 2)kA A k−" ≥ 是有限级整函数 , 存在某个 s, 

1 1s k −≤ ≤ , 满足 
(i) sA 具有有限亏值;  

(ii) 对任一 j s≠ , 有 ( ) ( )jA Aρ μ< ( 1, 2 ,j = "  

1)k − ,  

则方程(2)的任一非零解均为无穷级.  

定理 2  假设 A , 1 1, , , ,s kA A A −" " (1 1)s k −≤ ≤

满足定理 1的条件, F (≡/  0)是有限级整函数,  则方
程(3)至多有 1 个可能的有限级例外解 0f , 其它所有

解 f 满足 

( ) ( ) ( )f f fλ λ ρ= = = ∞ . 

定理 3  设 1 1, , , ( 2)kA A A k−" ≥ 是整函数, 存在

某个 s (1 1)s k −≤ ≤ , 满足 

(i) sA 具有有限亏值, ( )sAρ < ∞ , 对于 ,j s≠ jA

为多项式;  
(ii) 假设∃ 0, 0α β> > , ∀ 0ε > , 实数集 { },kφ  

{ }kθ 满足 1 1 2 2 1 1(m m m mφ θ φ θ φ θ φ φ+ +< < < < < < < ="  

1 2 )φ + π 及 1
1
( )

m

k k
k

φ θ ε+
=

− <∑ , 使 得 在 角 域 kφ ≤  

arg ( 1, , )kz k mθ = "≤ 内, 当 z →∞时, 有 

{ }( ) exp (1 (1))A z o z βα+≥ , 

则方程(2)的任一非零解均为无穷级.  

定理 4  假设 A , 1 1, , , ,s kA A A −" " (1 1)s k −≤ ≤

满足定理 3的条件 , F (≡/  0)是有限级整函数, 则方程
(3)至多有 1 个可能的有限级例外解 0f , 其它的所有

解 f 满足 

( ) ( ) ( )f f fλ λ ρ= = = ∞ . 

1  引理 

为了证明定理, 引用如下引理. 

引理 1[8]  设 ( )zω 是开平面上的有限 ρ 级超越

亚纯函数 , 1 1 2 2{( , ), ( , ), ,k j k jΓ = " ( , )}m mk j 是由不

同整数对组成的有限集, 满足 0, 1, , ,i ik j i m> = "≥  

又设 0ε > 是给定的常数, 则 

(i) 存 在 零 测 度 集 1 [0,2 )E ⊂ π , 使 得 如 果

0 1[0, 2 ) \ Eψ ∈ π , 则存在常数 0 0 0( ) 0R R ψ= > , 对满

足 0arg z ψ= 及 0z R≥ 和所有 ( , )k j Γ∈ , 都有 

 ( )( 1 )( ) ( )( ) / ( ) k jk jz z z ρ εω ω − − +
≤ ;  (4) 

(ii)存在对数测度为有限的集合 2 (1, )E ⊂ ∞ , 使

得满足 2 [0,1]z E∉ ∪ 的所有 z及对所有 ( , )k j Γ∈ , (4)

式成立;  
(iii)存在测度有限的集合 3 (1, )E ⊂ ∞ , 使得对满

足 3z E∉ 的所有 z及对所有 ( , )k j Γ∈ , 都有 
( )( )( ) ( )( ) / ( ) k jk jz z z ρ εω ω − +

≤ . 

引理 2[9]  假设 0 1 1, , , ,kA A A F−" (≡/  0), f 满足

微分方程(3)且 
max{ ( ), ( ); 0,1, , 1}

( ) (0 ),
jF A j k

f

ρ ρ

ρ ρ ρ

= − <

= < ∞

"

≤
 

那么 

( ) ( ) ( )f f fλ λ ρ= = . 

引理 3  设 ( )g z 是 0 ( ) 1/ 2gμ< < 的整函数 , 
( )A z 为 ( )Aρ < +∞的亚纯函数, 如果 ( )A z 有 1 个有
限亏值 a , 亏量 ( , ) 0a Aδ δ= > , 则 ∀ 0ε > , 存在实
数序列{ }nR , 当 n →∞时, nR →∞ , 使得下面 2 个
不等式 

i ( )( e ) exp{ }g
n ng R Rϕ μ ε−> , [0, 2 )ϕ ∈ π ; 

{
}

i( ) : [0, 2 ) : log ( e )

( , ) 0
4

n n

n

m F m A R a

T R A d

θθ

δ

= ∈ π −

− >

≤

≥
 

对充分大的 n成立, 其中 d 是仅依赖于 ( )Aρ 、 ( )gμ 和

δ 的常数.  

2  定理的证明 

定理 1的证明  假设方程(2)存在非零解 f 满足

( )fρ < ∞ , 下面来推出矛盾.  

设 a是 ( )sA z 的有限亏值 ,亏量 ( , ) 0,sa Aδ δ= >

由方程(2), 有 

  

( )1

1

( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ( ) ).
( )

k jk

j
j
j s

s

s

f z f zA z A z
f z f z

f z A z a a
f z

−

=
≠

+ +

− +

∑≤

 

(5)

 

由引理 1(ii)可知, 存在集合 1 (1, )E ⊂ ∞ , 其对数

测度 1( )lm E < +∞ , 当 

1 0( [0, ])z r E r= ∉ ∪ , 0 1r >  



232 江西师范大学学报(自然科学版) 2012年 
 

 

时, 有 

 
( )

( )( )
( )

k
k ff z z

f z
ρ

≤ ( 1)k ≥ .  (6) 

取 

1 1 1

1 0

max{ ( ), , ( ), ( ), ,
( )} ( ),

s s

k

A A A
A A
ρ ρ ρ

ρ ρ μ
− +

− = <

" "
 

对 ( )sA z 应用引理 3, 对给定 0
1 ( ( )
2

Aε μ= − 0 ) 0ρ > , 

则∃{ }nR , 满足 1n nR R +< , nR →∞ (当 n →∞时), 对

每个 n有 

 
{
}

i( ) : [0, 2 ) : log ( e )

( , ) 0,
4

n s n

n s

m F m A R a

T R A d

ϕϕ

δ

= ∈ π −

− >

≤

≥
 

(7)
 

 { } { }0 0( ) ( ( ) )/2i( e ) exp expA A
n n nA R R Rμ ε μ ρϕ − +> = , (8) 

[0, 2 )ϕ ∈ π , 其中 d 是仅依赖于 ( ) ( )sA gρ μ、 和 δ 的

常数.  
由于               

0
log log ( , )

( ) lim ,
log

j
j r

M r A
A

r
ρ ρ

→∞
= ≤  

其中 ( , ) maxj jz r
M r A A

=
= . 从而对上述的{ },nR 有  

0
log log ( , )

lim
logn

n j

R n

M R A
R

ρ
→∞

≤ ( )j s≠ . 

取 *
0( ( ) ) / 4 0Aε μ ρ= − > ,∃ 0n , 当 0n n> 时, 有 

*
0 0

log log ( , ) 1 3( )
log 4 4

n j

n

M R A
A

R
ρ ε μ ρ< + = + . 

由此可得          

 { }0( ( ) 3 )/4i( e ) exp , [0, 2 )( ).A
j n nA R R j sμ ρθ θ+< ∈ π ≠  (9) 

 对每个 0n n> , 取 n nFθ ∈ , 由(5)~(9)式可知, 

{ } { }
{ }

0 0( )( ( ) )/2 ( ( ) 3 )/4exp 1 ( 2)exp

exp ( , ) / 4 .

k fA A
n n

n s

R z k R

T R A a

ρμ ρ μ ρ

δ

+ +⎡< + − +⎣
⎤− + ⎦

 

即  

{ } { }
{ }

0 0( ( ) )/2 ( ( ) 3 )/4( )exp 1 ( 2)exp

exp ( , ) / 4 .

A Ak f
n n n

n s

R R k R

T R A a

μ ρ μ ρρ

δ

+ +⎡< + − +⎣
⎤− + ⎦

 

两边同时取 2次对数再除以 log nR , 当 n充分大
时, 有 

0 0
1 1 1 3( ) ( )
2 2 4 4

A Aμ ρ μ ρ+ < + , 

即 

0
1 1( )
4 4

Aμ ρ< . 

这与题设矛盾. 定理 1证毕.  

定理 2 的证明  假设 0f 是方程(3)的有限级解, 

如果方程(3)还有另一个有限级解 *f (≡/ 0f ), 那么
*

0( )f fρ − < ∞ , 且 *
0f f− 为方程 (3)所对应的齐次

方程(2)的解, 但由定理 1 知, *
0( )f fρ − = ∞ , 矛盾. 

所以方程(3)至多有 1个可能的有限级解 0f .  

现假设 f 为(3)的无穷级解, 由定理的假设, 有 

max{ ( ), ( ), ( ), 1,jF A A jρ ρ ρ = ⋯, 1} ( )k fρ− < ∞ = . 应

用引理 2, 有 ( ) ( ) ( )f f fλ λ ρ= = = ∞ . 定理 2证毕.  

定理 3 的证明   断言方程(2)的任一非零解均为
无穷级. 否则, 若存在非零解 f 满足 ( )fρ < ∞ ,  设

a是 ( )sA z 的有限亏值,亏量 ( ,aδ δ= ) 0sA > . 由引理

1 可知 , 存在集合 1 (1, )E ⊂ ∞ ,满足 1( )lm E < +∞ , 当

1 0[0, ]z r E r= ∉ ∪ 0, 1r > 时, 有不等式(6)成立.  

由引理 3 可知 , ∃ { }nR , 满足 1n nR R +< , nR →  

∞ (当 n →∞时), 当 n充分大时, 对每个 n有(7)式成

立 . 设 0 / 2dε< < , 此时
1
[ , ]

m
n k k

k
F φ θ

=

⎛ ⎞ ≠ ∅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∩ ∪ ,于是

对 每 个 n , 选 取
1
[ , ]

m
n n k k

k
Fϕ φ θ

=

⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∩ ∪ , 所 以

∃ {1,2, , }k m∈ " , 使得 [ , ]n n k kFϕ φ θ∈ ∩ .  

因此由题设可知, ∃ 0, 0α β> > , 使得 

 { }i( e ) exp (1 (1))n
nA R o z βϕ α+≥ . (10) 

不妨设 1 1 1 1, , , , ,s s kA A A A− + −" " 都是次数不超过

m的多项式, 即 deg jA m≤ ( )j s≠ , 因此, 对上述的

{ }nR , 当 n →∞时, 在 nz R= 上有 
1

i

1
( e ) ( ) ( 0), [0, 2 ).

k
m m

j n n n
j
j s

A R O R MR Mθ θ
−

=
≠

= > ∈ π∑ ≤ (11) 

由(5)~(7)式和(10)~(11)式知, 
i

( )

( e )

1 exp ( , ) ,
4

n
n

k f m
n n s

A R

z MR T R A a

ϕ

ρ δ

<

⎡ ⎤⎧ ⎫+ + − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦

 

即  

{ }
( )

exp (1 (1))

1 exp ( , ) .
4

n

k f m
n n n s

o R

R MR T R A a

β

ρ

α

δ

+ <

⎡ ⎤⎧ ⎫+ + − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦

 

显然上式是矛盾的. 定理 3证毕.  

定理 4 的证明  用类似于定理 2 的证明方法即

可得证.  

关于线性微分方程解的增长性的研究还有许多

有意义的问题, 如涂金等对系数为[p, q]级的整函数
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的微分方程, 讨论了其解的[p, q]级与系数的[p, q]级

之间的关系, 详见文献[10]. 
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The Growth of Solutions for a Class Higher Order 
Linear Differential Equations 

SHI Lei, YI Cai-feng* 

(College of Mathematics and Informatics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: By using the fundamental theory and method of Nevanlinna, the growth of solutions of the homogeneous 
linear differential equation ( ) 1

1 0k k
kf A f Af−
−+ + + =" and non-homogeneous linear differential equation was inves-

tigated. Assuming some (1 1)sA s k −≤ ≤  is entire functions with a finite deficient value, it was proved that every so-
lution f ≡/  0 of the homogeneous differential equation has infinite order. Furthermore, the solutions f ≡/  0 of 
non-homogeneous linear differential equation have the same property except for an extra solution. 
Key words: differential equations; entire function; deficient value; infinite order 
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