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有关Mersenne数 Mp的一个注记 

张四保 
(喀什师范学院数学系, 新疆 喀什 844008) 

摘要: 设 p为素数, Mp=2p−1为Mersenne数. 讨论了Mp是否与其它正整数构成亲和三数组的问题, 证明了其
不与任何正整数构成亲和三数组的结论. 
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设 +Z 为正整数集合, a +∈Z , 定义 ( )aσ 是 a的
全部正因数的和. 如果正整数 a、b满足 

( )aσ = ( )b a bσ = + , 
则称数组(a, b)为一组亲和数[1]. 如果正整数 a、b、c
满足 

( ) ( ) ( )a b c a b cσ σ σ= = = + + , 
则称数组(a, b, c)为亲和三数组[2]. 

Mersenne 数是形如 2 1p − 的数, 其中 p 为素数, 
它是以 17 世纪法国数学家 M.Mersenne 的名字命名

的[3], 记为 pM , 即 2 1p
pM = − . Mersenne 数 pM 在

数论经典问题和现代应用中有着重要地位 [4], 并且
其中的素数是当今科学探索的热点问题之一 [5], 
2007年, 李伟勋证明了 Mersenne数 pM 不与任何正

整数构成亲和数. 本文将给出有关 Mersenne 数 pM

的如下性质. 
定理 1  Mersenne 数 pM 不与任何正整数构成

亲和三数组. 

1  有关引理 

为了证明定理 1需要以下几个引理. 

引理  1[6]  设 1 2
1 2

s
sa p p p αα α= 是正整数 a 的标

准分解式, 其中 ip ( 1,2, ,i s= )是素数, 且满足 1p <  

2 sp p< < , iα 是正整数, 则有 
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引理 2[7]  对于奇素数 p, Mersenne 数 pM 的素

因数 q满足 1(mod 2 )q p≡ . 

引理 3  如果 ey z >≥ , 那么 ln( 1) ln
ln( 1) ln
y y
z z
+
+

≤ . 

证  构造函数 ( ) ln( 1) ln ln( 1) lnf y y z z y= + − + , 
则有 
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当 ez > 时, 有 z0 1
+1z

< < , 且 ln 0
1
z
z

<
+

. 所以

1 1( ) ln ln( 1) 0
1

f y z z
y y

′ = − + <
+

. 

因此当 ey z >≥ 时 , 函数 ( ) ln( 1) lnf y y z= + −  
ln( 1) lnz y+ 是单调递减的, 那么就有 

ln( 1) ln
ln( 1) ln
y y
z z
+
+

≤ . 

引理 4[8]  若自然数 3y≥ , 则 

2.6( ) 1.8ln ln
ln ln

y y y
y

σ
⎛ ⎞
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引理 5  当 0 1x< < 时, 有 2 / 3 ln(1 )x x x< + < . 

2  定理 1 的证明 

由于 Mersenne 数 pM 有素数与合数之类, 那么

将 pM 分素数与合数 2种情况分别进行考虑. 
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第 1 种情况 当 pM 为素数时, 即 2 1p
pM = − 为

素数, 

( ) 2 1 1 2 .p p
pMσ = − + =  

设存在正整数 x, y与Mp构成一对拟亲和数, 则有 

( ) ( ) ( ) (2 1) 2p p
pM x y x yσ σ σ= = = − + + = , 

那么有 1x y+ = .由于 ,x y +∈Z , 1x y+ = 无解 .因而
当 pM 为素数时, Mersenne数 pM 不与任何正整数构

成亲和三数组. 
第 2种情况 当 pM 为合数时, 由于Mersenne数

2 1p
pM = − 中的 p 为素数, 当 2p = , 3p = , 5p =

与 7p = 时, 2M , 3M , 5M 与 7M 都是素数, 所以由
第 1 种情况可得, 当考虑 pM 为合数时, 只需考虑

11p≥ . 

设 1 2
1 2

s
p sM p p p αα α= 是正整数 pM 的标准分

解式 , 其中 ip ( 1,2, ,i s= )是素数 , 且满足 1p <  

2 sp p< < , iα 是正整数.由引理 2 可知, ( 1,ip i =  
2, , )s 满足 
 1(mod 2 )ip p≡ , 1, 2, , .i s=    

进而有 
2 1ip ip +≥ , 1, 2, , ,i s=  

1 22 (2 1) (2 ) ,p s s
p sM p p p p p> + >≥ ≥  

对上式两边取自然对数, 有 ln 2 / ln(2 ).s p p<  

假定当 11p≥ 时 , 存在正整数 ,x y +∈Z , 使得
Mersenne数 pM 与 x, y构成亲和三数组, 即 

 ( ) ( ) ( ) .p pM x y M x yσ σ σ= = = + +    

由引理 1知,  
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对(1)式两边取自然对数有  
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那么根据引理 5以及 2 1ip ip +≥ , 有 
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由于 ln/ ln(2 )s p p< , 那么有 
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从而将(2)式简化为 
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若 px y M+ ≥ , 则由(3)式有 
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构造函数 
( ) 2 ln 2 (1 ln ln ln 2 ln ln(2 ))f p p p p= − + + − , 
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这与(3)式相矛盾. 故 px y M+ ≥ 不成立, 则一

定有 px y M+ < . 

由引理 5可得  
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根据引理 4, 有 
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当 11p≥ 时, 11 2 047M = 是最小的一个, 那么有 

 
( ) 2.61.8ln ln

ln ln

1.8ln ln 1.28.

p
p

p

p

M x y y M
y y y M

M

σ+
+ = < + <

+

 
(5)

 

而 ( )ln ln 2 1 ln ln 2 ln( ln 2) ln ln ln 2,p p p p− < = = +  

那么由(5)式知,  
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再由(4)式得,  
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构造函数 2( ) 1.35(ln )f p p p= − , 则当 11p≥ 时, 

( ) (2.7 ln ) / 0f p p p p′ = − < . 因而 , 当 11p≥ 时 , (6)

式不成立. 所以, Mersenne数 pM 不与任何正整数构

成亲和三数组. 定理 1得证. 
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A Note on Mersenne Numbers Mp 
ZHANG Si-bao 

(Department of Mathematics, Kashgar Teachers College, Kashgar Xinjiang 844008, China) 

Abstract: Let p be a prime, and 2 1p
pM = − be Mersenne number. The problem whether a Mersenne number is 

part of an amicable triple is discussed, and a conclusion that it is not part of an amicable triple is proved. 
Key words: Mersenne numbers; amicable number; amicable triple 
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