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路,圈的倍图的染色问题 

卢建立, 任凤霞, 马美琳 
(河南师范大学数学与信息科学学院, 河南 新乡 453007) 

摘要: 通过分类讨论、归纳探究, 在图的点边集合与色集合间构造了一种一一对应关系. 通过这种新关系,研究
了路和圈的倍图的邻强边染色以及路的倍图的均匀邻强边染色, 得到相应的色数, 并给出了具体的染色方案. 
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0  引言 

图的染色问题是图论研究的经典领域, 它源于
4 色定理的研究, 是图论研究中一个很活跃的课题. 
随着染色问题在现实中被广泛应用, 各类染色问题
被相继提出并加以发展和应用. 本文所考虑的图都
是有限无向的简单图[1], 用 ( )V G 、 ( )E G 分别表示G
的点、边的集合, ( )GΔ 表示G的顶点的最大度. 本
文未加述及的术语记号可参见文献[2].  

文献[2-3]提出的点可区别边染色(或强边染色)
是一个十分困难的问题 . 张忠辅 , 马刚等 [4]得到了

星、扇和轮的倍图的均匀邻强边色数. 文献[5]提出
图的倍图的概念.  

本文给出了路和圈的倍图的邻强边染色, 并得
到了路的倍图的均匀邻强边染色.  

1  定义和引理 

定义  1[6]  对 ( ) 2V G ≥ 的简单图 ( , )G V E 的 k-正

常边染色 f , 若满足 ( ), , ( ) ( )uv E G u v C u C v∀ ∈ ≠ ≠ , 
则称 f 为 ( , )G V E 的一个 k-邻强边染色 , 简记为

( , )G V E 的 k-ASEC, { }) min -as G k G k ASECχ′ =（ 的 称

为 ( , )G V E 的 邻 强 边 染 色 数 , 其 中 ( )C u =  

{ }( ) ( )f uv uv E G∈ 称为点 u在 f 下的色集合 . ( )C u

在 色 集 合 { }1,2,3, ,k" 中 的 补 集 记 为 ( )C u =  

\ ( ).C C u  

定义 2[7-8]  对 ( ) 2V G ≥ 的简单图 ( , )G V E 的一

个 k-邻强边染色 f , 若满足 { }, 1,2,3, , ,i j k∀ ∈ "  

|| | || 1i jE E− ≤ , 则称 f 为 ( , )G V E 的一个 k-均匀邻强

边染色 , 简记作 ( , )G V E 的 -k EASEC . ( )eas Gχ′ =  

{ }min -k G k EASEC的 称为 ( , )G V E 的均匀邻强边染

色数, 其中 { }( ), ( ) ,iE e e E G f e i= ∈ = 1, 2,3, , .i k= "  

由定义 1 和定义 2, 显然有 ( ) ( )eas asG Gχ χ′ ′≥ ≥  
( )GΔ , 其中 ( )GΔ 表示G的顶点的最大度.  

猜想 1  对 ( ) 3V G ≥ 的简单连通图 ( , )G V E , 若

5 (5 )G C≠ 圈 , 则 ( ) ( ) 2as G Gχ Δ′ +≤ .  

猜想 2  对 ( ) 3V G ≥ 的简单连通图 ( , ),G V E 若

5 (5 )G C≠ 圈 , 则 ( ) ( ) 2eas G Gχ Δ′ +≤ , 且 ( )eas Gχ′ =  
( )as Gχ′ .  
定义  3[9]  设G′是简单图G的拷贝, 记G的顶

点为 iu , G′ 相应的顶点为 iv , 若满足 ( ( ))V D G =  

{( ) ( ), ( ( )) ( ) ( ) ( ),i j iV G V G E D G E G E G u v u V G′ ′= ∈∪ ∪ ∪  

}( ), ( )j i jv V G u u V G′∈ ∈且 , 则称 ( )D G 为G的倍图.  

引理 1[10]  对 ( ) 3V G ≥ 的简单连通图 ( , ),G V E

若有最大度点相邻, 则 ( ) ( ) ( ) 1eas asG G Gχ χ Δ′ ′ +≥ ≥ .  

2  主要结果 

定理 1  
4, 3,

( ))
5, 4.as n
n

D P
n

χ
=⎧′ = ⎨

⎩
（

≥
  

证  记 1 2n nP u u u= " , 1 2n nP v v v′ = " .  

当 4n≥ 时 , ( ( )) 4nD PΔ = , 并且有最大度点相
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邻, 所以由引理1可知, ( ) 5as Gχ′ ≥ . 下证 ( ) 5,eas Gχ′ ≤

仅需证明 ( )nD P 存在 5- ASEC染色即可.  

如下定义从 ( ( ))nE D P 到 { }1,2,3,4,5 的映射 f :  

1 1
1, 1(mod 2),

( ) ( )
2, 0(mod 2),i i i i
i

f u u f v v
i+ +
≡⎧

= = ⎨ ≡⎩
  

( )1 1

3, 1(mod 3),
( ) 4, 2(mod3),

5, 0(mod3),
i i i i

i
f u v f v u i

i
+ +

≡⎧
⎪= = ≡⎨
⎪ ≡⎩

 

其中1 1i n −≤ ≤ , 

{ }
{ }
{ }

5 , 2(mod3),

( ) ( ) 3 , 0(mod3),

4 , 1(mod3)
i i

i

C u C v i

i

≡⎧
⎪

= = ≡⎨
⎪ ≡⎩ ,

 

2 1i n −其中 ≤ ≤ , 

{ } { }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

1 1( ) 1,3 , ( ) 1,3 ,

1,5 , 4(mod 6),

2,3 , 5(mod 6),

1,4 , 0(mod 6),
( ) ( )

2,5 , 1(mod 6),

1,3 , 2(mod 6),

2, 4 , 3(mod 6).

n n

C u C v

n

n

n
C u C v

n

n

n

= =

≡⎧
⎪

≡⎪
⎪ ≡⎪= = ⎨

≡⎪
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩

 

由点的色集合可知, 相邻边的染色不同, 所以
f 是正常边染色, 1u 的邻接点为 2 2, ,u v 由点的色集

合和色集合的补集可知 , 1 2( ) ( )C u C u≠ , 1( )C u ≠  

2( )C v .  
同理可证 , 1v , ,n nu v 分别与它们的邻接点的色

集合也不同.  
当 2 1i n −≤ ≤ 时 , iu 的邻接点为 1 1, ,i iu v− −  

1 1,i iu v+ + , 显然 

-1( ) ( )i iC u C u≠ , 1( ) ( )i iC u C u +≠ ,  

1( ) ( )i iC u C v +≠ , 1( ) ( )i iC u C v −≠ .  
同理可证, iv 与它的邻接点的色集合也不同.  

当 3n = 时, 染色数如图 1所示. 
 

 
 

图 1  D(Pn)的邻强边染色图 
 

所以, f 是 ( )nD P 的邻强边染色.  

定理 2  当 3, 4,7n n ≠≥ 时, ( )) 5as nD Cχ′ =（ .  

证  记 1 2 1n nC u u u u= " , 1 2 1n nC v v v v′ = " .  

当 3n≥ 时, ( ( )) 4nD CΔ = , 并且有最大度点相

邻, 所以由引理 1可知, ( ) 5as Gχ′ ≥ . 下证 ( ) 5,as Gχ′ ≤

仅需证明 ( )nD C 存在 5- ASEC染色即可.  

分以下几种情形定义从 ( ( ))nE D C 到 { }1,2,3,4,5

的映射 f . 

情形 1  当 2(mod3)n ≡ 时, 

1 1

1 1

2, 2(mod3),
( ) ( ) 1, 0(mod3),

3, 1(mod3),

4, 0(mod 2),
( ) ( )

5, 1(mod 2),

i i i i

i i i i

i
f u u f v v i

i

i
f u v f v u

i

+ +

+ +

≡⎧
⎪= = ≡⎨
⎪ ≡⎩

≡⎧
= = ⎨ ≡⎩

 

2 2,i n −其中 ≤ ≤  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 21 1 3,f u u f v v f u v= = =， ，   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 1

1 1 1

3, 2, 2,

3, 3, 5,
n n n n

n n n n n

f v u f u u f v v

f u v f v u f u v
− −

− −

= = =

= = =
 

( ) ( ) ( )1 1 15, 4, 4.n n nf v u f u u f v v= = =  

证明方法同定理 1. 所以, f 是 ( )nD C 的邻强边

染色.  

情形 2  当 0(mod3)n ≡ 时, 

1

1, 1(mod 3),
( ) 2, 2(mod 3),

3, 0(mod 3),
i i

i
f u u i

i
+

≡⎧
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎩

 

1( ) 4, 1 1,i if u v i n+ = −其中 ≤ ≤  

1

1, 1(mod 3),
( ) 2, 2(mod 3),

3, 0(mod 3),
i i

i
f v v i

i
+

≡⎧
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎩

 

1( ) 5, 1 1i if v u i n+ = −其中 ≤ ≤ , 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 15, 4, 3, 3n n n nf u v f v u f u u f v v= = = = .  

证明方法同定理 1. 

情形 3  当 1(mod 3) 4 7n n≡ ≠且 ，时, 

(i)当 10 3n k= + ( k为偶数)时, 

1 2 2 3 3 4 1 2( ) 1, ( ) 2, ( ) 3, ( ) 1,f u u f u u f u u f v v= = = =  

2 3 3 4 1 2 2 3( ) 2, ( ) 3, ( ) 3, ( ) 4,f v v f v v f u v f u v= = = =

3 4 1 2 2 3 3 4( ) 5, ( ) 3, ( ) 4, ( ) 5,f u v f v u f v u f v u= = = =  

2 1 1 2 1 1( ) 5, ( ) 1, ( ) 5, ( ) 1,n n n n n n n nf u u f u u f v v f v v− − − − − −= = = =  

1 1 1 1( ) 4, ( ) 4, ( ) 2, ( ) 2,n n n n n nf u v f v u f u u f v v− −= = = =  

1 1( ) 5, ( ) 5.n nf u v f v u= =  

当 4 3i n −≤ ≤ 时,  

1 1
1, 0(mod 2),

( ) ( )
2, 1(mod 2).i i i i
i

f u u f v v
i+ +
≡⎧

= = ⎨ ≡⎩
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当 4 2i n −≤ ≤ 时,  

1 1

4, 1(mod 3),
( ) ( ) 3, 2(mod 3),

5, 0(mod 3).
i i i i

i
f u v f v u i

i
+ +

≡⎧
⎪= = ≡⎨
⎪ ≡⎩

 

(ii)当 10 3n k= + ( k为奇数)时, 

1 2 2 3 3 4 1 2( ) 1, ( ) 2, ( ) 3, ( ) 1,f u u f u u f u u f v v= = = =  

2 3 3 4 1 2 2 3( ) 2, ( ) 3, ( ) 3, ( ) 4,f v v f v v f u v f u v= = = =  

3 4( ) 5,f u v = 1 2 2 3 3 4( ) 3, ( ) 4, ( ) 5f v u f v u f v u= = = ,  

2 1 1 2 1 1( ) 5, ( ) 1, ( ) 5, ( ) 1,n n n n n n n nf u u f u u f v v f v v− − − − − −= = = =  

1 1 1 1( ) 2, ( ) 2, ( ) 4, ( ) 4,n n n n n nf u v f v u f u u f v v− −= = = =  

1 1( ) 5, ( ) 5.n nf u v f v u= =  

当 4 3i n −≤ ≤ 时,  

1 1
1, 0(mod 2),

( ) ( )
2, 1(mod 2).i i i i
i

f u u f v v
i+ +
≡⎧

= = ⎨ ≡⎩
 

当 4 2i n −≤ ≤ 时,  

1 1

4, 1(mod 3),
( ) ( ) 3, 2(mod 3),

5, 0(mod 3).
i i i i

i
f u v f v u i

i
+ +

≡⎧
⎪= = ≡⎨
⎪ ≡⎩

 

证明方法同定理 1. 

定理 3  
4, 3,

( ( ))
5, 4.eas n
n

D P
n

χ
=⎧′ = ⎨

⎩ ≥
 

证  记 1 2n nP u u u= " , 1 2n nP v v v′ = " . 

当 6n≥ 时, ( ( )) 4nD PΔ = , 并且有最大度点相邻, 

所以由引理 1 可知 , ( ) ( ) 5eas asG Gχ χ′ ′≥ ≥ . 下证

( ) 5eas Gχ′ ≤ , 仅需证明 ( )nD P 存在5- EASEC染色即可. 

分以下几种情形定义从 ( ( ))E D G 到 { }1,2,3,4,5

的映射 f . 

情形 1  当 1(mod 5)n ≡ 时, 

1 1

1, 1(mod5),
2, 2(mod5),

( ) ( ) 3, 3(mod5),
4, 4(mod5),
5, 0(mod5),

i i i i

i
i

f u u f v v i
i
i

+ +

≡⎧
⎪ ≡⎪⎪= = ≡⎨
⎪ ≡⎪

≡⎪⎩

 

1 1

3, 1(mod5),
4, 2(mod5),

( ) ( ) 5, 3(mod5),
1, 4(mod5),
2, 0(mod 5),

i i i i

i
i

f u v f v u i
i
i

+ +

≡⎧
⎪ ≡⎪⎪= = ≡⎨
⎪ ≡⎪

≡⎪⎩

 

其中1 1i n −≤ ≤ . 
对此 f 有 

{ } { }1 1( ) ( ) 2, 4,5 , ( ) ( ) 1,3, 4 .n nC u C v C u C v= = = =  

当 2 1i n −≤ ≤ 时, 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

4 , 1(mod 5),

5 , 2(mod5),

( ) ( ) 1 , 3(mod5),

2 , 4(mod5),

3 , 0(mod5),

i i

i

i

C u C v i

i

i

≡⎧
⎪

≡⎪
⎪= = ≡⎨
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩

 

{ }4( 1) , 1,2,3,4,5 .
5i
nE i−

= ∈  

由染色方案可知, 该染色是以 5 为 1 个周期进
行循环 , 由图的构造可知 , 1 1, , ,n nu v u v 的度数为 2, 
其它顶点的度数为 4, 由点的色集合可知 , f 为

( )nD P 的正常边染色. 当 2 1i n −≤ ≤ 时, iu 的邻接点
分别为 1 1, ,i iu u− +  1 1,i iv v− + , 显然 iu 的色集合与

1 1 1 1, , ,i i i iu u v v− + − + 的色集合都不相同. iv 的邻接点分
别 为 1 1 1 1, , ,i i i iu u v v− + − + , 显 然 iv 的 色 集 合 与

1 1 1 1, , ,i i i iu u v v− + − + 的色集合都不相同 . 同理可证

1 1, ,n nu v u v， 的色集合分别与邻接点的色集合也不相

同. 显然 f 是 ( )nD P 的 5- EASEC染色, 即结论成立.  
情形 2  当 2(mod 5)n ≡ 时,  

1

1, 1(mod5),
2, 2(mod5),

( ) 3, 3(mod5),
4, 4(mod5),
5, 0(mod5),

i i

i
i

f u u i
i
i

+

≡⎧
⎪ ≡⎪⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪

≡⎪⎩

 

1 2i n −其中 ≤ ≤ , 

1

3, 1(mod5),
4, 2(mod5),

( ) 5, 3(mod5),
1, 4(mod5),
2, 0(mod5),

i i

i
i

f v u i
i
i

+

≡⎧
⎪ ≡⎪⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪

≡⎪⎩

 

1 2i n −其中 ≤ ≤ . 
当 2 2i n −≤ ≤ 时, 1 1( ) ( )i i i if u v f v u+ += . 
当1 i≤ ≤ 3n − 时, 1 1( ) ( )i i i if v v f u u+ += .  

1 2 1 1

2 1 1 1

( ) 5 ( ) 1, ( ) 4,
( ) 3, ( ) 3, ( ) 5.

n n n n

n n n n n n

f u v f u u f v v
f v v f u v f v u

− −

− − − −

= = =

= = =

，
 

{ }4( 2) 1, 1,3, 4,5 ,
5

4( 2) , 2.
5

i

n i
E

n i

−⎧ + ∈⎪⎪= ⎨ −⎪ =
⎪⎩

 

情形 3  当 3(mod5)n ≡ 时, 

( )
( )

1

1, 1(mod5),
2, 2(mod5),

( ) 3, 3 mod 5 ,

4, 4 mod5 ,
5, 0(mod5),

i i

i
i

f u u i

i
i

+

⎧ ≡
⎪

≡⎪
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩
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( )
( )

1

3, 1(mod5),
4, 2(mod 5),

( ) 5, 3 mod5 ,

1, 4 mod5 ,
2, 0(mod5),

i i

i
i

f u v i

i
i

+

⎧ ≡
⎪

≡⎪
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩

 

1 1i n −其中 ≤ ≤ . 
当1 2i n −≤ ≤ 时, 1 1( ) ( ).i i i if v v f u u+ +=  
当1 1i n −≤ ≤ 时 , 1 1( ) ( )i i i if v u f u v+ += . 

 1( ) 5,n nf v v− =
{ }

{ }

4( 3) 2, 1,3, 4 ,
5

4( 3) 1, 2,5 .
5

i

n i
E

n i

−⎧ + ∈⎪⎪= ⎨ −⎪ + =
⎪⎩

 

情形 4  当 4(mod 5)n ≡ 时, 

( )
( )

1

1, 1(mod5),
2, 2(mod5),

( ) 3, 3 mod5 ,

4, 4 mod5 ,
5, 0(mod5),

i i

i
i

f v v i

i
i

+

⎧ ≡
⎪

≡⎪
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩

 

1 1i n −其中 ≤ ≤ , 

( )
( )

1

3, 1(mod5),
4, 2(mod 5),

( ) 5, 3 mod5 ,

1, 4 mod5 ,
2, 0(mod5),

i i

i
i

f u v i

i
i

+

⎧ ≡
⎪

≡⎪
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩

 

1 1i n −其中 ≤ ≤ . 
当1 2i n −≤ ≤ 时, 1 1( ) ( ).i i i if u u f v v+ +=  
当1≤ 1i n −≤ 时, 1 1( ) ( )i i i if v u f u v+ += .  

1( ) 1n nf u u− = , 
{ }

{ }

4( 4) 3, 1,3 ,
5

4( 4) 2, 2, 4,5 .
5

i

n i
E

n i

−⎧ + ∈⎪⎪= ⎨ −⎪ + ∈
⎪⎩

 

情形 5  当 0(mod5)n ≡ 时, 

( )
( )

1

1, 1(mod5),
2, 2(mod5),

( ) 3, 3 mod5 ,

4, 4 mod5 ,
5, 0(mod5),

i i

i
i

f v v i

i
i

+

⎧ ≡
⎪

≡⎪
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩

 

1 2i n −其中 ≤ ≤ , 

( )
( )

1

3, 1(mod5),
4, 2(mod 5),

( ) 5, 3 mod5 ,

1, 4 mod5 ,
2, 0(mod5),

i i

i
i

f v u i

i
i

+

⎧ ≡
⎪

≡⎪
⎪= ≡⎨
⎪ ≡⎪
⎪ ≡⎩

 

2 1i n −其中 ≤ ≤ . 
当1 3i n −≤ ≤ 时, 1 1( ) ( ).i i i if u u f v v+ +=  
当 2≤ 2i n −≤ 时, 1 1( ) ( )i i i if u v f v u+ += .  

1 2 1 1 2 1

1 1 1 2

( ) 3, ( ) 3, ( ) 2, ( ) 1,
( ) 4, ( ) 1, ( ) 5.

n n n n n n

n n n n

f u v f u u f v v f u u
f u v f v u f v u

− − − −

− −

= = = =

= = =
 

{ }4( 5) 3, 2,3, 4,5 ,
5

4( 5) 4, 1.
5

i

n i
E

n i

−⎧ + ∈⎪⎪= ⎨ −⎪ + =
⎪⎩

 

情形 2~情形 5的证明方法同情形 1的证明方法. 
当 3, 4,5n = 时, 如图 2所示. 

 

 
 

图 2  D(P3), D(P4), D(P5)的均匀邻强边染色 
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