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摘要: 假定股票价格服从跳过程为计数过程的跳扩散过程, 讨论了投资者财富的最大化问题. 利用随机分析
的方法证明了存在优化投资组合, 找到了唯一的等价鞅测度, 给出了优化财富过程、价值函数及优化投资组
合, 将财富优化问题推广到不完备市场的条件下. 
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资产组合投资与财富优化问题是金融数学的核

心问题之一 . 许多学者都对此类问题进行了讨论 , 

如 R.C.Merton 等[1-2]讨论了在完备市场中风险资产连

续以及跳扩散时的财富最大化问题; H.Follmer 等[3-6]

讨论了在完备市场中风险资产连续或跳扩散时的风

险最小化问题.  

本文讨论下面的优化问题:  

( )

, ,

,
( , ) sup [ ( ( )) | ( ) ],x x

t x
V t x E U X T X t xπ π

π∈
= =

A
 

其中 ( )U x 是效用函数[7], , ( )xX tπ 是投资者的财富过

程, A是可容许投资组合的集合. 在市场不完备的

条件下讨论跳过程为计数过程[8]的跳扩散模型.   

 在不完备的金融市场下, 等价鞅测度 [9]不一定

是唯一的, 但等价鞅测度一定存在, 否则就会出现

套利. 本文利用随机分析的方法找到了唯一的等价

鞅测度, 给出了优化财富过程、价值函数及优化投

资组合. 

1  基本假设与模型 

假定在不完备的金融市场及其滤波空间

( )0, , , ( )t t TPΩ ≤ ≤Y Y 中 , { },0tW t T≤ ≤ 是定义在

概率空间 ( ), ,PΩ Y 上的标准 Brown 运动, 考虑在

[0, ]T 内连续交易的资产, 一种是无风险资产, 其价

格过程 ( )B t 满足微分方程  

 d ( ) ( ) ( )d ,B t B t r t t=  
其中 r 为瞬时利率 (无风险利率 ), 它为常数 , 令

(0) 1B = . 另一种是风险资产(股票), t 时刻的价格
用 ( )S t 表示, 满足随机微分方程 

d ( ) ( )( ( )d ( )d ( ) ( )d ( )).S t S t b t t t W t t M tσ ϕ= − + +  

设 ( ),0t t T≤ ≤Y 是由相互独立的随机过程

{ }( ),0W t t T≤ ≤ , { }( ),0M t t T≤ ≤ 生成的自然σ -代

数且满足通常条件 ; 
0

( ) ( ) ( )d ,0
t

M t N t s s tλ= − ∫ ≤ ≤  

;T { }( ),0N t t T≤ ≤ 是非爆炸性的计数过程, 强度为

( )tλ .  
假设市场是没有消费以及无摩擦、无交易费的, 

投资者建立的策略是自融资策略 , 其财富过程
, ( )xX tπ 为 

,
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),xX t m t B t m t S tπ = +  

令 2 ( ) ( ) ( )m t S t tπ= , 则财富过程 , ( )xX tπ 满足随机微

分方程 
, ,d ( ) ( ) ( )d ( )(( ( )

( ))d ( )d ( ) ( )d ( ).

x xX t r t X t t t b t
r t t t W t t M t

π π π
σ ϕ
= + −

+ +
 

投资者希望在 T 时刻财富得到最大化 , 其价
值函数为  

( )

, ,

,
( , ) sup [ ( ( )) | ( ) ].x x

t x
V t x E U X T X t xπ π

π∈
= =

A
 

假设 1  函数 ( )tλ , ( )r t , ( )b t , ( )tσ , ( )tϕ 都是

有界的 , Borel 可测的且满足 : ( ) 0tλ > , ( ) 0r t ≥ , 
( ) 0tσ > , ( ) 1tϕ > − , ( ) 0tϕ ≠ . 
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假设 2  效用函数 ( )U x 是单调递增的凸函数.  

由假设条件知, ( )U x′ 存在反函数, 用 ( )I i 表示, 

( , )V t x 也是关于 x单调递增的凸函数, 用 ( , )t iX 表示

( , )xV t′ i 的反函数.  

引理  1  对于任意与 P等价鞅测度 *P , 存在可
测过程 1 2( ), ( )t tθ θ 满足 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.b t r t t t t t tσ θ λ ϕ θ− + + =  

证   由于 *P 是 P 的等价鞅测度 , 则
*d

d t
P
P

=Y  

( )L t 是 1个 P鞅, 由鞅表示定理知, ∃ 1 2( ), ( )t tθ θ , 使 

1 2d ( ) ( )( ( )d ( ) ( )d ( )),L t L t s W s s M sθ θ= − +  
即 

{ }
2

1 10 0

2 20 0

1( ) exp ( )d ( ) ( )d
2

exp ln(1 ( ))d ( ) ( ) ( )d ,

t t

t t

L t s W s s s

s N s s s s

θ θ

θ λ θ

⎧ ⎫= − ⋅⎨ ⎬
⎩ ⎭

+ −

∫ ∫

∫ ∫
 

且 *
10

( ) ( ) ( )d
t

W t W s s sθ= − ∫ 是 *P 下的标准 Brown 运

动 , *
20

( ) ( ) ( )(1 ( ))d
t

M t N t s s sλ θ= − +∫ 是 *P 鞅 . 从而

( ) ( ) / ( )S t S t B t=� 满足 
*

*
1 2

1 2
* *

d ( ) ( )(( ( ) ( ))d ( )d ( )

( ) ( )d ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d )

( ))(( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))d

( )d ( ) ( )d ( )).

S t S t b t r t t t W t

t t t t M t t t t t

S t b t r t t t t t t t

t W t t M t

σ

σ θ ϕ ϕ λ θ

σ θ λ ϕ θ

σ ϕ

= − − + +

+ + =

− − + + +

+

� �

�
 

又 ( )S t� 为 *P 鞅, 则 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.b t r t t t t t tσ θ λ ϕ θ− + + =  

2  主要结论 

定理 1  函数 

2( ) , ( ) x
x

x xx

V
F z z V t x r b z

V V
λϕ ϕλϕ

σ
′⎛ ⎞′= + − + − −⎜ ⎟′ ′′⎝ ⎠

 

有唯一的零点 0z ∈R .  

证  易知 ( , ) 0, ( , ) 0x xxV t x V t x′ ′′> < , 从而 
2

2 2( ) 1 , ( ) 0x
xx

xxxx

V
F z V t x r b z

VV
λϕ ϕ
σ σ

′⎛ ⎞
′ ′′= + + − − >⎜ ⎟′′′′ ⎝ ⎠

, 

即 ( )F z 是严格递增的.  

由微分中值定理知, ∃ξ , 使得 

2

2

, ( ) ( , )

( ) ( , ),

x
x x

xx

x
xx

xx

V
V t x r b V t x

V
V

r b V t
V

ϕ
σ

ϕ ξ
σ

′⎛ ⎞
′ ′+ − − =⎜ ⎟′′⎝ ⎠

′
′′−

′′

 

从而有 

2

2
2

(0) , ( )

1 1( ) ( , ),

x
x

x xx

xx
xx

V
F V t x r b

V V

r b V t
V

λϕ ϕλϕ
σ

λϕ ξ
σ

′⎛ ⎞
′= − + − =⎜ ⎟′ ′′⎝ ⎠

′′− −
′′

 

则 

2 2
2

1 1(0) ( ) ( ) ( , ) 0.xx
xx

F F r b r b V t
V

λϕ ξ
σ

′′− = − − <
′′

 

再由 ( )F z 的严格递增性知 , ( )F z 有唯一的零

点 0z ∈R .  

定理 2  存在唯一的 2θ , 使得 

2 22( , (1 ) ) ( ) ,x
x

xx

V
t V x r b

V
ϕθ λϕθ
σ

′
′+ − = − −

′′
X  

且确定了唯一的等价鞅测度 *P .  

证   对函数 ( )F z ,  设 z λϕθ= ,  由定理 1 知 , 

∃ 0z 是 ( )F z 唯一的零点 ,  则 2λϕθ 是 ( )F λϕθ 唯一

的零点 ,  即 2θ 是方程 2
11 ,x
x
V t x r b

V
ϕθ
σ

⎛ ⎛
′+ − + − −⎜ ⎜⎜⎜′ ⎝⎝

  

0x

xx

V
V

λϕθ
⎞⎞ ′
=⎟⎟ ⎟′′⎠ ⎠
唯一解 , 方程 2

11 ,x
x
V t x

V
ϕθ
σ

⎛′+ − + ⋅⎜′ ⎝
 

( ) 0x

xx

V
r b

V
λϕθ

′ ⎞
− − =⎟′′ ⎠

可以变形为 

2( , (1 ) ) ( ) ,x
x

xx

V
t V x r b

V
ϕθ λϕθ
σ

′
′+ − = − −

′′
X  

即存在唯一的 2θ , 使得 

2 22( , (1 ) ) ( ) .x
x

xx

V
t V x r b

V
ϕθ λϕθ
σ

′
′+ − = − −

′′
X  

令 2
1
r b λϕθ

θ
σ

− −
= , 

*d ( )
d
P L T
P

= , 可以确定唯

一的等价鞅测度 *P .  

定理  3  设效用函数 ( )U x 满足线性增长条件, 即

∃ 0,C p> ∈N , ∀ x∈R , 有 ( ) (1U x C +≤ )px , 则 

* 0
2

x

xx

r b z V
V

π
σ

′− −
= ⋅

′′
. 

证  不完备市场下的 H-J-B方程[10]为 

{
}2 2

sup [ ( )]

2 [ ( , ) ] 0,

t x

xx

V xr b r V

V V t x V
π

π λϕ

π σ λ πϕ

′ ′+ + − − +

′′ + + − =
 

边界条件 ( , ) ( )V T x U x= , 则 ( , )V T x 满足线性增长条

件, 故有 
2( ) ( , ) 0,x xx xb r V V V t xλϕ πσ λϕ πϕ′ ′′ ′− − + + + =  
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将此式可变形为 

2

2
2

,

0.

xx
x

x x

xx x

x xx

V
r b V t x

V V

V V
r b r b

V V

λϕπσ λϕ

ϕ πσ
σ

⎛′′⎛ ⎞
′− − + − +⎜⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞′′ ′⎞⎛ ⎞− − − − =⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′′⎝ ⎠⎠⎝ ⎠

 

由定理 1知, 上式存在唯一解 *π ,  

* 0
2 .x

xx

r b z V
V

π
σ

′− −
= ⋅

′′
 

由定理 2 知, 存在可测过程 1 2( ), ( )t tθ θ , 确定了

唯一的等价鞅测度 *P , 使 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0b t r t t t t t tσ θ λ ϕ θ− + + = , 

则财富过程 , ( )xX tπ 的贴现价值过程为 

, * *
0 0

( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d ( )
t txX t x s s W s s s M sπ π σ π ϕ= + +∫ ∫� � � , 

即 , ( )xX tπ� 为 *P 鞅, 从而由 Bayes法则有 
* , ,

0 0 0[ ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ( ) ],x xE X t E L T E X t L Tπ π=� �Y Y Y  

则 
, ( ) ( )
( )

xX TE L T x
B T

π⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

由此可以解出 

*, *( ) ( ( ))xX T I v L Tπ = ,
*( ( )) ( )
( )

I v L TE L T x
B T

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

定理 4  若效用函数 ( ) / ,0 ,pU x x p x= < < ∞  

0 1p< < , 则 1 2( ), ( )t tθ θ 满足 

1 2
2 1/( 1) 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( 1) (1 ) ( ) ( 1) 0,p

b t r t t t t t t

p b r p

σ θ λ ϕ θ

σ θ λϕ θ ϕ σ−

− + + =⎧⎪
⎨

− + + + − − − =⎪⎩
 

最优财富过程为 

*, 1/( 1) 2
120

1( ) ( ) ( ) exp d
2 ( 1)

tx p pX t xB t L t s
p

π θ−
⎧ −⎪= +⎨

−⎪⎩
∫  

/( 1)
2 20

1 (1 ) d ,
1

t p pp s
p

λ θ θ − ⎫⎛ ⎞ ⎪+ − + ⎬⎜ ⎟− ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫  

价值函数为 

2
1

1( , ) ( ) exp
2( 1)

Tp p
t

pV t x x B T t
p p

θ
⎧ −

= − +⎨
−⎩

∫  

( )/( 1)
2 21 (1 )(1 ) d ,p pp p p sλ θ θ − ⎫

− + + − + ⎬
⎭

 

最优投资组合为
*,

* 1/( 1)
2

( ) (1 ) 1
x

pX tπ
π θ

ϕ
−⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ .  

证   首先证明 ( , )V t x 可以表示为 ( ) pf t x , 由定

理 3知, *π 满足 

* 2( ) ( , * ) 0x xx xb r V V V t xλϕ π σ λϕ π ϕ′ ′′ ′− − + + + = . 

利用 ( , ) ( ) pV t x f t x= 可以将上式变形为 
1* *

2 2( ) ( 1) 1 0
p

b r p
x x

ϕπ ϕπλϕ ϕ σ λϕ
−

⎛ ⎞
− − + − + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

令 * xϕπ ω= , 则有 
2 2 1( ) ( 1) (1 ) 0pb r pλϕ ϕ ωσ λϕ ω −− − + − + + = . 

显然有唯一的解 *ω , 此时 H-J-B方程变形为 
2 2

*

2 2 *

* 2
2

2

0 sup{[ ( )] / 2

[ ( , ) ]} [ ( )]

/ 2 [ ( , ) ]

( ) ( 1)
2

t x xx

t x

xx

p

V xr b r V V

V t x V V xr b r V

V V t x V

f x r b r p p p
x x

π
π λϕ π σ

λ πϕ π λϕ

π σ λ π ϕ

π πλϕ σ

′ ′ ′′= + + − − + +

′ ′+ − = + + − − +

′′ + + − =

⎧⎡ ⎤⎪′ + + − − + − +⎨⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎩

 

* *
1 1 ( )

p
p pfx f x r b r

x
π ϕ ωλ λϕ

ϕ

⎫⎡ ⎤ ⎧⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ′+ − = + + − − ⋅⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎬ ⎨⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎪⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎩⎣ ⎦⎭
*2

2 *
2 ( 1) [(1 ) 1] ,

2
p p p pp p p fx f x Afxω σ λ ω

ϕ

⎫⎪ ′+ − + + − = +⎬
⎪⎭

 

即 0f Af′ + = , 边界条件  ( , ) ( )V T x U x= 为 ( )f T =  

1/p, 故有 ( )( , ) e /A T t pV t x x p−= . 

由定理 2 和定理 3 知, *
21 ( , )x xV t x Vθ π ϕ′ ′+ = + , 

又 ( , )V t x = ( )e /A T t px p− , 则有 1
21 (1 ) pθ ω −+ = + , 从

而 2 2 1( ) ( 1) (1 ) 0pb r pλϕ ϕ ωσ λϕ ω −− − + − + + = 可 以

化为 
2 1/( 1) 2 2

2 2( 1) (1 ) ( ) ( 1) 0pp b r pσ θ λϕ θ ϕ σ−− + + + − − − = . 
下面求财富过程. 

由于
*, *( ) ( ( ))xX T I v L Tπ = ,

*( ( )) ( )
( )

I v L TE L T
B T

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

x , 则 
* 1/( 1) /( 1)( ) ( ) / [ ( )] ( )p p pv xB T E L T xB T− −= = ⋅  

2 /( 1)
1 2 220

exp 1 (1 ) d ,
12( 1)

T p pp p t
pp

θ λ θ θ −⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪+ + − +⎨ ⎬⎜ ⎟−−⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫  

*, * * 1/( 1) 1/( 1) 1/( 1)( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )x p p pX T I v L T v L T xB T L Tπ − − −= = = ⋅

2 /( 1)
1 2 220

exp 1 (1 ) d .
12( 1)

T p pp p t
pp

θ λ θ θ − ⎫⎧ ⎛ ⎞−⎪ ⎪+ + − +⎨ ⎬⎜ ⎟−−⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫  

由于 , ( )xX tπ� 为 *P 鞅, 则 
* *

*

, * ,

,

1( ) ( ) ( )
( )

1 ( )( ) ( ) ( ) / ( )
( ) ( )

x x
t

x
t t

X t B t E X T
B T

B tB t E X T L T E L T x
B T L t

π π

π

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ = ⋅⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

Y

Y Y
 

2 /( 1)
1 2 220

exp 1 (1 ) d
12( 1)

T p pp p t
pp

θ λ θ θ − ⎫⎧ ⎛ ⎞−⎪ ⎪+ + − + ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟−−⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫
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/( 1)
10

( )( ) exp d ( )
( ) 1

tp p
t

B t pE L T x W s
L t p

θ− ⎧⎡ ⎤ = −⎨⎣ ⎦ −⎩
∫Y  

2
2

1 22 0 0
d exp ln(1 )d ( )

12( 1)
t tp ps N s

pp
θ θ

⎫ ⎧⎪ + −⎬ ⎨
−− ⎪ ⎩⎭

∫ ∫   

[ ]/( 1)
20

(1 ) d
t p p sλ θ λ− ⎫

+ − =⎬
⎭

∫  

1/( 1) 2
120

/( 1)
2 20

1( ) ( )exp d
2 ( 1)

1 (1 ) d .
1

tp

t p p

pxB t L t s
p

p s
p

θ

λ θ θ

−

−

⎧ −⎪ +⎨
−⎪⎩

⎫⎛ ⎞ ⎪+ − + ⎬⎜ ⎟− ⎪⎝ ⎠ ⎭

∫

∫
 

下面求价值函数 ( , )V t x . 
* *

* *

, ,

, ,

1/( 1)
2

12

( , ) ( ( )) | ( )
1 ( ( )) | ( )

1 ( )( ) exp
( ) 2( 1)

x x

x p x

p
T

t

V t x E U X T X t x

E X T X t x
p

L T pE xB T t
p L t p

π π

π π

θ
−

⎡ ⎤= = =⎣ ⎦

⎡ ⎤= =⎣ ⎦

⎡⎛ ⎧⎛ ⎞ −⎪⎢⎜ − +⎨⎜ ⎟⎜⎢ −⎪⎝ ⎠⎝ ⎩⎣
∫

 

/( 1)
2 21 (1 ) d

1

p
p pp s

p
λ θ θ −

⎤⎞⎫⎞⎛ ⎪ ⎥+ − + =⎟⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎥−⎝ ⎪⎠ ⎭⎠ ⎦

 

(2
1 2

1 ( )exp 1
2( 1)

Tp p
t

px B T t p p
p p

θ λ θ
⎧ −

− + − + +⎨
−⎩

∫  

/( 1)
2(1 )(1 ) d .p pp sθ − ⎫⎞ ⎪− + ⎬⎟

⎪⎠ ⎭
 

由定理2和定理3知, *
2

1 [ ( , (1 ) ) ]xt V xπ θ
ϕ

′= + −X , 

化简得 
*,

* 1/( 1)
2

( ) (1 ) 1 .
x

pX tπ
π θ

ϕ
−⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  

利用同样的方法可以得到对数效用函数的情况.  

定理 5  若 效 用 函 数 ( ) ln ,0 ,U x x x= < < ∞ 则 

1 2( ), ( )t tθ θ 满足 

1 2
2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ( )) ( ) 0,

b t r t t t t t t

b r b r

σ θ λ ϕ θ

λϕ θ θ σ λϕ ϕ ϕ

− + + =⎧⎪
⎨

+ + + − + − =⎪⎩
 

最优财富过程为
*, ( ) ( ) / ( )xX t xB t L tπ = , 最优投资组

合为
** ,2

2
( )

(1 )
xX tπθ

π
θ ϕ
−

=
+

, 价值函数为 

2
1 2 2( , ) ln ( / 2 ( ln(1 )))d .

T

t
V t x x r sθ λ θ θ= + + + − +∫  
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The Study on Wealth Optimization in the Incomplete Market 
YANG Yun-feng, JIN Hao 
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Abstract: Maximum of wealth under assumption that the stock price follows a diffusion with jumps is discussed. 
It is proved that the existence of an optimal portfolio and unique equivalent martingale measure by the stochastic 
analysis method. The optimal wealth, the value function and the optimal portfolio are given. The validity of the 
method is also extended to the incomplete market conditions. 
Key words: jump-diffusion process; equivalent martingale measure; incomplete financial market; wealth optimization 
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