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一般非线性约束优化问题的信赖域法 
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(常州工学院理学院, 江苏 常州 213022) 

摘要: 通过引进松弛变量和极小化增广 Lagrange 函数的方法, 将等式约束的非线性优化问题推广到不等式
约束和一般约束的情形, 同时将滤子技巧和信赖域法相结合, 提出一种求解非线性约束优化问题的信赖域新
算法, 扩大了算法的适用范围, 提高了算法的计算效率, 并通过数值试验说明算法的有效性.  
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0  引言 

考虑如下等式和不等式约束的非线性优化问题:  
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其中 : , :n n mf c→ →R R R R 都是2次连续可微的函数.  

问题(1)在经济、工程技术、国防、管理及自动

化等领域有着广泛应用, 因此求解问题(1)具有十分

重要的现实意义. 但目前为止还没有特别有效的方

法直接得到最优解, 人们普遍采用迭代的方法求解: 

首先选择 1 个初始点, 利用当前点的相关信息, 产生

下一个迭代点, 一步一步地逼近最优解. 这就是求解

问题(1)的迭代算法. 利用迭代法求解最优化问题的

方法一般有: 一种是利用目标函数和约束函数构造

增广目标函数, 借此将约束最优化问题转化为无约

束最优化问题, 然后利用求解无约束优化问题的方

法求得新目标函数的局部最优解或者稳定点, 如罚

函数法和乘子法等[1]. 另一种是在可行域内使目标函

数下降的迭代点法, 如可行点法[2]. 此外, 近些年来

形成的序列 2 次规划算法和信赖域法也引起了人们

极大的关注. 尤其是信赖域法, 它和线搜索法并列

为目前求解非线性优化问题的 2 类主要数值方法 . 

信赖域法思想新颖、算法可靠、具有很强的收敛性 . 

它不仅能较快地解决良态问题, 而且也能有效地求 

解病态的优化问题. 因此信赖域法成为近 20年来非

线性优化领域的一个十分重要的研究方向[3-5]. 本文

在等式约束的非线性优化问题的信赖域法[6]基础上, 

将等式约束推广到不等式约束和一般约束的情况 , 

同时将滤子技巧和信赖域法相结合, 扩大了算法的

适用范围, 提高了算法的计算效率, 借助 Matlab 工

具, 进行了数值试验, 从而说明算法的有效性.  

1  算法 

前面已经讨论了等式约束的非线性优化问题的

信赖域法. 下面先讨论不等式约束的非线性优化问

题的方法, 把求解等式约束的非线性优化问题的方

法推广到不等式约束的情况, 其基本思想是先引进

松弛变量, 把不等式约束转化为等式约束, 然后利

用最优性条件消去松弛变量.  

先考虑如下的不等式约束优化问题:  
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引进松弛变量 ( 1,2, , )iz i m= " 后 , 化成等价的等式

约束优化问题:  
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构造增广 Lagrange函数如下:  
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为消去松弛变量 iz , 将增广 Lagrange 函数极小化. 

即令 ( , , , ) 0M σ∇ =z x z λ 得  

2( ( ) ) 0, 1,2, , ,i i i iz c z i mλ σ⎡ ⎤− − = =⎣ ⎦ "x   

也就是  
2 ( ( ) ) 0, 1, 2, , .i i i iz z c i mσ σ λ⎡ ⎤− − = =⎣ ⎦ "x  

当 ( ) 0i icσ λ− ≥x 时,  

2 1( ) ( ( ) ),i
i i i iz c c

λ
σ λ

σ σ
= − + = −x x  

否则,  
2 2( ( ) ) ( ( )) 0,i i i i i ic z z cλ σ σ λ σ− − = + − >x x  

从而 0iz = . 

合并 2种情况得  

 { }2 1 max 0, ( ) , 1,2, , .i i iz c i mσ λ
σ

= − = "x  

所以增广 Lagrange函数修正为  
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乘子迭代公式修正为  

 { }1( ) max 0, ( ) ( ) , 1, 2, , ,k i k i i kc x i mλ λ σ+ = − = "  

终止准则变更为  
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现在求解一般非线性优化问题(1), 引进松弛变量

is , .i∈ I  将不等式约束转化为等式约束和界约束:  
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一般求解非负约束的松弛变量的方法是内点法, 

即用对数罚函数来代替不等式约束[7-9]. 本文使用另

一种方法, 保持不等式约束不变, 而用极小化相应

的增广 Lagrange函数来代替等式约束, 即  
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对一个给定的 x, (2)式中的目标函数对每一个

松弛变量 is 是凸 2 次函数, 很容易找到每一个 is 的

最优值:  

 { }max ( ) /(2 ),0 , .i i is c iλ σ= − ∈ Ix  

将上面的关系式代入(2)式中, 得到一个关于 x

的无约束最小化问题:  

 ( , , )min ( , , ),σΦ σA xx
xλ λ  (3) 

其中  
2

( , , )min ( , , ) ( ) ( ) ( ( )) ,i i i
i i

f c cσΦ σ λ σ
∈ ∈

= − +∑ ∑A
A A

xx
x x x xλ λ  

{ }( , , ) ( ) /(2 ) .i ii cσ λ σ= = ∈ <∪ 是有效集A A E Ix xλ  

在当前迭代点 ( ) ( ) ( ), ,k k kσx λ 处, 定义如下工作集:  
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这样通过极小化(3)式的 2次近似来计算尝试步.  

第 k次迭代的子问题为  

 ( )min ( ),kQAd
d  
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其中  
( ) ( ) ( )( ) T

2( ) ( ) ( )T ( ) T

( ) ( )
1 ( ) ,
2

k k kk

k k kk

Q

σ

= − +

+ +

A A A

A A A

d g A d

d B d c A d

λ
 

( ) ( ) T

( ) ( ) T

( ) ( )

( ( ) ) ,

( ) ,

( ( ) ).

k k k
i

k k k
i

k k k
i

c i

i

c i

λ

= ∈

= ∈

= ∇ ∈

A

A

A

c x

A x

λ

A

A

A

 

( )k
AB 是 Lagrange 函数基于 ( )kA 的 Hessian 阵的

近似.  

设子问题(4)的解为 ( )kd , 用 ( )kd 作为尝试步.  

关于 Lagrange 乘子的修正, 与等式约束的情况

相同 , 但要求所有的乘子对不等式约束是非负的 , 

因此当约束不在有效集中时, 就取那些乘子为 0. 这

样得到下面的 Lagrange乘子的修正公式:  
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与等式约束问题相同, 也使用滤子技巧, 只是
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将其中 ( )h x 的定义修正为  

 2 2( ) ( ( )) [min( ( ),0)] .i i
i i

h c c
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A I

x x x   

根据上面的讨论, 提出求解一般非线性约束优
化问题的信赖域滤子算法.  

算法 1 
步 0: 初始化.  

给定始点 (0) (0) (0) (0), 0, , 0,n mΔ σ∈ > ∈ >R Rx λ  

取定常数: 1 20 1, (0,1), , ,s cϑη η γ ε ε< < < ∈ 计算 (0)( ),f x  
(0)( ).c x  

初始工作集: (0) (0), .BA  初始滤子集 0 0{( , ),c f=F  

0(10 , )},c −∞ 0;k =  
步 1: 步长计算.  

求解(4)式得到尝试步 ( ) ;kd  
步 2: 终止性检验.  

如果 ( ) ,k
sε>d 转到步 3; 如果 ( ) ,k

cε<h  停止

且返回 ( )kx 作为解;  

取 ( ) ( )10 ,k kσ σ= 转到步 3; 
步 3: 尝试点的接受.  
(a) 尝试点相关量的计算. 

取 ( ) ( ) .trial k k= +x x d 计算 

( ), ( ), ( )trial trial trialf cx x xA  

及由公式(5)确定的相应的 Lagrange乘子 ;trialλ  
(b) 罚函数的接受.  
计算实际下降量与预测下降量之间的比值:  
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如果 ( ) 0,kρ > 取 ( 1) ,k trial+ =x x  转到步 4; 

(c) 滤子的接受. 

如果 trialx 被滤子集接受, 令 ( 1) ( ) ( ) ,k k k+ = +x x d 升

级滤子集, 并转到步 4, 否则令 ( 1) ( ) ,k k+ =x x  转到步 4; 
步 4: 参数升级.  

(a)Lagrange乘子升级: ( 1)k trial+ =λ λ ;  

(b)工作集升级: ( 1)k trial+ =A A ;  
(c)罚因子升级:  
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(d)近似 Hessian阵的升级: 
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( 1)k+B 的升级还有其他方法[10]; 

(e)信赖域半径的升级: 
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1;k k= + 转到步 1. 

2  数值试验 

用 Matlab 语言编写了新算法的程序, 并进行了

数值试验, 算法中的参数如下:  

0 0 1 21, 1, 0.1, 0.9,
0.000 1, 0.000 01, 0.000 01.s cϑ

Δ σ η η
γ ε ε

= = = =

= = =
 

测试问题全部取自于 CUTEr集, HS10表示该测

试问题集的第 10 个问题, 下同. 为了检验新算法的

有效性, 还运行了基于最小化增广 Lagrange 函数的

著名的软件包 LANCELOT[11]. 计算了相同的问题, 

并比较它们的结果, “n”, “m”分别表示测试问题和约

束条件的维数, " , "f c 和 " , "g A 分别表示函数值和梯

度值的迭代次数. 计算结果列于表 1. 
 

表 1  新算法和 LANCELOT 软件的计算结果 

Pro.Dim LANCELOT 新算法 
Problem 

n m f,c g,A f,c g,A 

HS10 2 1 21 21 25 18 

HS11 2 1 19 19 10 10 

HS14 2 2 15 15 10 10 

HS22 2 2 11 11 8 8 

HS29 3 1 19 18 6 6 

HS43 4 3 23 22 11 11 

HS88 2 1 49 48 43 35 

HS89 3 1 63 58 39 35 

HS113 10 8 37 35 14 14 

HS268 5 5 21 21 5 5 

 
从表 1可以看出, 新算法的计算效率较高.  
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The Trust-Region Method for 
General Nonlinear Constrained Optimization Problem 

XIA Hong-wei, WEN Chuan-jun 

(School of Science, Changzhou Institute of Technology, Changzhou Jiangsu 213022, China) 

Abstract: By introducing the slack variables and minimizing the augmented Lagrange functions, the equality con-
strained nonlinear optimization are extended to the inequality constraints and the general constraint. At the same 
time the filter technique and trust region method are combined, a new algorithm for nonlinear constrained optimi-
zation problems with trust region algorithm is proposed, which the scope of application of the algorithm is ex-
panded and computational efficiency of this algorithm is improved. The numerical experiment shows that the 
method is quite efficient. 
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