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均匀 B样条 1次升降多阶的矩阵表示 

徐少平, 刘小平, 李春泉, 胡凌燕, 杨晓辉 
(南昌大学信息工程学院, 江西 南昌 330031) 

摘要: 研究了均匀 B样条曲线的 1次升降多阶的矩阵表示, 提出了将计算过程表示为多个矩阵连续相乘的形
式, 矩阵的乘积作为 B样条升降阶的转换矩阵, 得到 B样条曲线升降阶后的控制顶点矢量可以表示为转换矩
阵与原曲线控制顶点矢量乘积的形式. 该方法不需要使用节点插入、节点删除和节点优化技术, 具有模块化、
可扩展性、便于实现等优点. 
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0  引言 

均匀 B 样条曲线(Uniform B-spline Curves)的升 
降阶是计算机辅助几何设计、计算机辅助设计和计

算机图形学等领域在表示和设计自由曲线曲面方面

的重要研究内容 [1-6]. 大多数  B 样条曲线的升降阶
算法主要是通过在节点矢量(Knot Vector)中插入或
删除节点方法来实现的. M.Eck等提出了B 样条曲线
的节点矢量插入和删除算法, 该算法研究了节点矢
量的插入和删除对曲线控制顶点的影响以及修改后

的B 样条曲线与原曲线的逼近差值, 以后许多研究
者都是以他们工作为基础展开的 .  如L . P i e g l和
W.Tiller在1995年提出首先使用节点插入算法将  B 
样条曲线分解为多个Bézier曲线段 , 然后利用最小
平方和约束条件完成Bézier曲线段的降阶 [7], 最后
利用节点删除和节点优化的算法将Bézier曲线段
合并为  1  条新  B样条曲线 ; 文献 [4]提出了一个相
对速度较快并且易于理解和实现的  B  样条升阶算
法, 但该算法仍然需要节点矢量的插入、删除过程; 
秦开怀等 [8-9]利用约束优化方法先求出退化的  B 样
条曲线来逼近原曲线 , 再对退化的曲线通过分段
解线性方程组进行降阶 , 解线性方程组过程仍然
比较繁琐复杂; 潘日晶等 [10]在B样条曲线系数矩阵
的有关结果的基础上, 给出B样条曲线可降阶(退化)
的充要条件, 并进一步推导出  B 样条曲线的递归降 

阶公式 . 虽然不用解线性方程组 , 然而它  1 次只能
完成降  1 阶 , 并且没有给出显式矩阵表示形式 . 
H.J.Wolters等提出了利用Blossom函数性质和最小
平方和方法研究B样条的降阶, Blossom函数在数学
上表示节点矢量插入和删除非常优美, 但是在这个
方向上的研究成果还较少见.  

以上所提到的各种B样条曲线升降阶算法计算
过程一般比较复杂, 从工程实践的角度来看, 不便
于理解和软件实现. 本文根据文献[6]提出的B 样条
的降阶算法思想, 把  B 样条的升降阶  3 个关键计算
步骤分别表示为矩阵形式 . 在给定  B 样条当前阶n
和目标阶m这  2 个参数的条件下, 3 个矩阵就能立刻
生成, 它们的乘积作为  B 样条升降阶转换矩阵. B 样
条曲线升降阶后的新控制顶点矢量可以表示为转

换矩阵与原曲线控制顶点矢量乘积的形式. 当系统
之间大量交换  B 样条曲线数据时, 只要是转换参数
条件不变则这个转换矩阵就不用重新计算(也可事
先固化 ), 从而节约了大量的转换时间 . 新方法主
要依赖调整控制顶点个数和位置的变化实现  B 样
条  1 次升降多阶而不使用插入、删除和优化  B 样条
节点矢量的方法, 具有模块化、可扩展性、便于实
现等优点.  

1  B 样条升降阶的矩阵表示 

按照文献[6]提出的  B 样条降阶算法思想, B 样
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条升降阶的计算过程可以表示为 

 ,z b b z

m n
n r− −

′ =P T T T P ,  (1)  

其中 P为  B 样条曲线降阶前的控制顶点矢量, ′P 为

完成降阶后  B 样条的控制顶点矢量, 
b z

n
−

T 是将n阶的

B 样条转换为  n 阶Bézier曲线的转换矩阵; ,n rT 表示

将Bézier曲线升降  r 阶的转换矩阵(r为正表示升阶, r

为负表示降阶); 
z b

m
−

T 是将m阶Bézier曲线转换为m阶

B 样条的转换矩阵 . 这  3 个矩阵可随研究进展而被

替换为新的矩阵 , 具有模块化特点 . 下面就这  3 个

矩阵具体计算方法进行详细地阐述.  

2  B 样条曲线分解为 Bézier 曲线段 

2.1  B样条与 Bézier曲线转换矩阵 
B 样条曲线由 N 段多项式首尾相连组成, 这些

多项式可以转换为Bézier曲线段. B样条的升降阶实

际上就是这 N 段多项式(Bézier 曲线段)的升降阶问

题. N+1控制顶点 K次 B样条有 N −K+1段多项式, 

相邻 2 段多项式共享 K 个控制顶点. 为简单起见, 

本文仅讨论某一段 B 样条多项式的转换矩阵, 这是

因为每一段多项式的转换为 Bézier 曲线段的过程均

相同. B样条与Bézier曲线转换实际上就是基函数之

间的转换, 具体转换公式[11]为  
( )

, 0, 0, ,( ) ( ) ( ) ( ) n
n n n n n nN u N u B u B u− =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦" " S , 

 ( )
, , ,

0
( ) ( )

n
n

j n n i j i n
i

N u S B u−
=

= ∑ ,  (2) 

其中 0, , ,j n∀ = " [0,1]u∈ , , ( )i nN u− 是 B 样条曲线的

基函数, , ( )i nB u 是 Bézier曲线的基函数, B样条基函

数第 1个下标从−n开始计数, 主要是保证公式(2)中

参数 [0,1]u∈ . ( )nS 是 B样条曲线某一段多项式转换

成 Bézier 曲线段的转换矩阵, 大小为 ( 1) ( 1)n n+ × + .

矩阵 ( )nS 中元素由下式计算:  

( 1)( ) ( 1)
, ,, 1

1 ,nn n
i j i ji j

n j js s sn n
− −
−

− += +  

 ( ) ( 1) ( 1)
,1, , 1

1 ,n n n
i ji j i j

n j js s sn n
− −

+ −
+ −= +  (3) 

其中 0, , , 0, , 1.j n i n∀ = = −" "   

公式(3)可以等价表示为 

 ( )nS = ( )( )
1( ) ( ),nn n

u d+E S E S   (4) 

其中 ( ) ( 1) ( 1)n n n
u

− −=S S L , ( ) ( 1) ( 1)n n n
d

− −=S S M , (0) 1=S .                      

算子 ( )n ⋅E 表示将矩阵 ( )n
uS 增广为 1n + 阶矩阵, 

增广矩阵中第 N 行第 N 列的元素为 0, 其它行列元

素与原矩阵相同; 1( )⋅E 表示将矩阵 ( )n
dS 增广为 1n +

阶矩阵, 其第 0行第 0列的元素为 0, 其它行列元素与

原矩阵相同. ( 1)n−L 、 ( 1)n−M 具体的形式如下:  

( 1)
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2.2  B样条与 Bézier曲线转换矩阵改进的计算方法 
公式(4)给出的计算 ( )nS 方法比较复杂. 首先, 它

是以递推形式给出的, 每次递推需要分别计算 ( )n
uS 和

( )n
dS 这 2 个矩阵, 其实矩阵 ( )n

uS 和 ( )n
dS 的元素存在大

量重复计算的情况, 浪费了大量机器时间; 其次, 矩

阵的 ( )nS 元素具有以下特点: (i)矩阵 ( )nS 每一行元素

的和
0

1 ( , ) 1
!

n
n

j
i j

n=
=∑ S ; (ii)矩阵 ( )nS 的第 i行元素 ( )n

iS

与第 n i− 行 ( )n
n i－S 的元素具有倒序关系, 即 ( , )n i j =S  

( , )n n i n j− −S . 特别地, 将第 1 行元素的循环右移可

获 得 最 后 一 行 元 素 ; (iii) (0,0) ( , ) 1,n n n n= =S S  

( ,0) ( , )n ni j n=S S = 0, 1,2, , , 0,1, , 1.i n j n= = −" " 基

于此, 更为简单地计算 ( )nS 的公式为  

 ( ) (0) (0) 0 0 (1) 1 1 ( 1) 1 1,n n n n− − −= "S S L E R L E R L E R   (5) 
其中 nE 的定义与公式(4)相同 , nR 表示将矩阵 nE
的第 1行元素循环右移置入最后 1行(增广矩阵和循
环右移矩阵算符均可以用矩阵的乘法和加法表示 , 
增广矩阵和循环右移矩阵算符可以放入公式(5)中, 
以矩阵初等计算形式体现). 在公式(5)中, 没有使用

公式(4)中的矩阵 ( 1)n−M 而只使用矩阵 ( 1)n−L , 省略

了约 1/2 的重复计算, 并且 ( )nS 可以写成矩阵连续

相乘的简单形式. 
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当 n=1, 2, 3时, 矩阵 ( )nS 具体的计算过程如下:  

(0) 1=S , (0) (0) 1=S L , (0) (0) 0 1 0
0 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

S L E ,  

(1) (0) (0) 0 0 1 0
0 1
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
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S S L E R , 

(1) (1) (1) (1) 1

(2) (1) (1) 1 1
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1 11 1, 0 2 0 ,
0 22 2
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2

0 1 1
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当 n=4, 5时, 矩阵 ( )nS 的计算结果如下:  

(4)

(5)

1 11 11 1 0
0 8 14 2 0

1 ,0 4 16 4 0
24

0 2 14 8 0
0 1 11 11 1

1 26 66 26 1 0
0 16 66 36 2 0
0 8 60 48 4 01 .
0 4 48 60 8 0120
0 2 36 66 16 0
0 1 26 66 26 1
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根据公式(2)有 

[ ]
[ ]

[ ]

T
, 0, 0

T( )
0, , 0

T
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .

n n n n

n
n n n n

n n n n

N u N u p p

B u B u p p

B u B u p p

− =⎡ ⎤⎣ ⎦

=⎡ ⎤⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤⎣ ⎦

" "

" "
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S  

也就是说 , 要将 B 样条某一段多项式转换

Bézier 曲线段只需要将 B 样条曲线这一段对应的控

制顶点矢量左乘转换矩阵 ( )nS , 计算结果就是转换

后 Bézier 曲线段的控制顶点矢量, 而曲线本身不变. 

在公式(1)中, ( )
b z

n n
−
=T S .  

3  Bézier 曲线段升降阶 

在 B样条曲线分解为多段首尾相连 Bézier曲线

段后, B 样条的升降阶的问题实际上就转换为各段

Bézier曲线段升降阶的问题.  

3.1  Bézier曲线的升降阶 

在给定一组控制顶点 0{ }n
i ip = 的条件下 , n 次

Bézier曲线段定义为 

0
( ) ( ), [0,1]

n
n

i i
i

p t p B t t
=

= ∈∑ , 

其中 ( ) (1 )n i i n i
i nB t C t t −= − 为 n次  Bézier基函数.  

Bézier 曲线段升降阶的问题可定义为寻找以

0{ }m
i iq = 为控制顶点的 m次 Bézier曲线 

0
( ) ( ), [0,1]

m
m

i i
i

q t q B t t
=

= ∈∑ , 

使得曲线 ( )p t 和 ( )q t 之间的某种范数距离函数

( , )d p q 的值最小[7, 12-14]. 如果用矩阵形式表示, Bé-

zier 曲线升降阶的关键问题就是找出 1 个升降阶转

换矩阵 Q使其满足:  
 ,=q Qp   (6) 

其中 T
0 1( , , , )np p p= …p , T

0 1( , , , )mq q q= …q , p , q

分别表示 Bézier曲线 ( )p t 和 ( )q t 的控制顶点矢量.  

3.2  Bézier曲线的升阶矩阵表示 
如果公式(6)是升阶公式, 那么矩阵 Q 的元素

( , )Q i j 的计算公式[15]为 

( )
( , )

j i j
n r

i
n r

C C
Q i j

C

−

+

= , 0,1, ,i n r= +" , 0,1, ,j n= " . 

3.3  Bézier曲线段降阶矩阵表示 
与升阶情况不同, 由于 Bézier 曲线降阶后的曲

线与原曲线之间不可能完全相同. 为了尽量减少这

个误差, 在不同约束条件下已经有许多成熟的算法

被提出来, 其中有些算法是以矩阵形式表示的. 如

H.Sunwoo 等对早期 Bézier 曲线降阶各类降阶算法

研究成果进行了充分的总结, 给出了统一的矩阵表

示[16]; 近年来, B.Lee等将 Bezier曲线的基函数转换

为其它类型的多项式(Legendre、Jocobi、Chebyshev)

进行研究, 利用这些多项式的直交性质完成升降阶

后再转换回 Bezier 曲线, 也取得了一些成果[17]. 这

些算法均可以在新提出的 B 样条降阶算法的框架内

进行利用, 并且随着研究进展可以随时更新, 具有

可扩展的特点. 在公式(1)中, ,n r =T Q .  
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4  Bézier 曲线段合并为 B 样条 

当多段 Bézier 曲线段各自完成升降阶后, 需要

将这些 Bézier 曲线段合并成一条连续的 B 样条. 根

据合并后节点矢量的不同, 有 2种基本合并方法.  

4.1  无误差合并法 
假设 k 次的 Bézier 曲线段的 ( )q u 具有 0 , , kp p"

个控制顶点, 如果B样条曲线 ( )p t 具有相同控制顶点, 

且节点矢量为 [0, ,0,1, ,1]= " "T (由k+1个值为0和k+1

个值为 1 的节点组成), 那么 , 1( ) (1 )i i k i
i k kN u C u u −

+ = − . 

也就是, 在这种情况下, Bézier曲线与 B样条曲线的

控制顶点是相同的 . 根据这个结论 , 可以将多段

Bézier 曲线段在保持控制顶点不变的情况下, 合并

为 1 条新的 B样条, 这实际上是一种特殊的 B样条

曲线. 如合并 2个 3次的 Bézier曲线 0 ( )q u 和 1( )q u 成

为 B 样条曲线 ( )p u , 它们的控制顶点分别为

0 3, ,p p" 和 0 3, ,p p′ ′" . 合并后的 ( )p u 控制顶点为

0 3 0 3, , , , ,p p p p′ ′" " , 节点矢量为 [0,0,0,0,1,1,1,1, 2,=T  

2, 2,2] , 节点的重复度为 4.由于第 1段Bezier曲线的

终点 3p 和第 2段的起点 0p′ 重合, 可以对上述合并后

的 B 样条曲线的再次进行优化, 即合并后的控制顶

点为 0 1 2 3 0 1 2 3, , , ( ), , ,p p p p p p p p′ ′ ′ ′ 7 个点, 节点矢量为

[0,0,0,0,1,1,1, 2,2,2, 2]=T , 很显然这种方法是以牺

牲节点矢量存储容量为代价获得了无需计算 B 样条

控制顶点的时间, 并且不会引入新的误差.  

4.2  有误差合并法 
由公式(2)可以推出 

[ ]
[ ]

T
0, , 0

T( )
, 0, 0

( ) ( )

( ) ( ) ,

m m m m

m
m m m m

B u B u p p

N u N u p p−
−

=⎡ ⎤⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤⎣ ⎦

" "

" "S
 

其中 ( )m−S 是 ( )mS 的逆矩阵, 将完成升降阶的 Bézier

曲线的控制顶点左乘矩阵 ( )m−S 即可得到对应阶的 B

样条的曲线的控制顶点. 在公式(1)中, m
z b− =T (-m)S . 

但是, 采用这种方法前后端点相连的 Bézier 曲线段
在转换后的 B样条所共享 m个控制顶点可能不完全
一致. 可以将这 m个对应点做加权平均来作为 B样
条的控制顶点, 这一步将引入系统误差, 但节点矢
量可以是标准的均匀节点矢量 [0,1,2,3,4, ]= "T 的形

式, 与无误差合并方法相比节约了节点矢量的存储
容量, 但引入了相应的合并误差. 为减小误差方法, 
需要进一步进行相应地研究[18].  

5  实验和结果分析 

实验选择通用的  VC++ 作为开发平台, 未采用
任何数值计算软件包, 图形输出采用 Matlab 工具的
plot 函数完成. 测试用例是将 7 次的均匀 B 样条曲
线降阶为 3 次均匀 B 样条曲线. 降级前的控制顶点
为 0p =(3, 3), 1p = (5, 9.5), 2p = (7, 2), 3p = (8, 9), 4p = 

(10, 3), 5p = (11, 8), 6p = (13, 5), 7p = (14, 6), 8p = (16, 
4), 节点矢量为[0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 
13, 14, 15, 16], 所以这个 7次的 B样条曲线有 2段
多项式构成.  

首先, 计算 7次 B样条转换为 7次 Bezier曲线

的控制顶点坐标. 第 1 段的坐标为 0p = (8.236 309, 

5.914 087), 1p = (8.450 793, 5.946 429), 2p = (8.668 254,  

5.935 714), 3p = (8.888 889, 5.876 191), 4p = ( 9.111 111, 

5.783 333), 5p = (9.331 746, 5.696 429), 6p = (9.549 207, 

5.641 071), 7p =  (9.763 492, 5.625 099) ; 第 2段Bezier

坐标为 0p′ = (9.763 492, 5.625 099), 1p′ = (9.977 777, 

5.609 127), 2p′ = (10.188 889, 5.632 540), 3p′ = (10.396 826, 

5.703 175), 4p′ = (10.603 174, 5.811 111), 5p′ = (10.811 111, 

5.924 603), 6p′ = (11.022 223, 6.019 444), 7p′ = (11.236 508, 
6.083 730). 

显然, 第 1段最后 1个点和第 2段最前面 1个点重

合, 说明这 2 段曲线是首尾相连的, 满足 0C 连续性; 然

后, 将前后这 2段 7次 Bezier曲线降阶到 3次得到新的

控制顶点. 第 1段 3次 Bezier曲线的控制顶点为 0p =  

(8.236 309, 5.914 087) , 1p = (8.736 772, 5.989 551), 2p =  

(9.263 494, 5.662 372), 3p = (9.763 491, 5.625 096); 第 2

段 3 次 Beizer 曲线的控制顶点为 0p′ = (9.763 491, 

5.625 096), 1p′ = (10.263 492, 5.587 830), 2p′ =   

(10.736 496, 5.933 730), 3p′ = (11.236 519, 6.083 730). 

显然, 经过降阶后, 3p 和 0p′ 重合, 说明这 2 段

曲线首尾相连处仍然满足 0C 连续性; 最后, 将 2 段

3次 Bezier曲线转换 2段 3次 B样条的控制顶点(有

误差合并法). 第 1段 B样条控制顶点为 0q = (6.787 442, 

4.882 410), 1q = (8.210 049, 6.316 730), 2q = (9.790 217, 

5.335 192), 3q = (11.210 026, 6.093 079). 第 2段 B样

条控制顶点为 0q′ = (8.209 498, 6.503 245), 1q′ = (9.790 487, 

5.241 930), 2q′ = (11.209 500, 6.279 630), 3q′ = (12.790 627, 
6.141 928). 

显然, 第 1段后 3个点 1q 、 2q 、 3q 与第 2段的
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前 3个点 0q′、 1q′、 2q′并不完全重合, 会引入误差. 将

这 3 个对应点做平均后使得 1 1 0( ) / 2q q q′= + 、 2q =  

2(q + 1) / 2q′ 、 3 3 2( ) / 2q q q′= + 为 B 样条的控制顶点. 

降阶前后的 B样条和误差曲线如图 1所示. 从图 1中

可以看出降阶后的 3次 B样条与 7次B样条误差平均

为 5× 310− , 说明降阶的效果比较好.  
 

 
(a) 降阶前后对比                                 (b) 降阶误差曲线 

 
图 1  7 次 B 样条曲线降为 3 次 B 样条曲线前后对比以及误差曲线 

 

6  结论 

提出了一种 B样条 1次升降多阶算法的矩阵表
示方法. 与传统的做法不同, 新方法主要依赖调整
控制顶点个数和位置的变化实现升降阶, 不需要执
行节点矢量的插入和删除 . 新方法中 , B 样条与
Bézier 曲线之间的相互转换矩阵和 Bézier 曲线段降
阶矩阵可根据研究进展得到更新, 具有模块化、可
扩展的特点, 整个降阶算法实现也非常简单. 未来
的工作可基于 B 样条由分段多项式构成的特点设计
并行执行的 B 样条升降阶算法, 并就当多段 Bézier
曲线合并为 B 样条曲线时减少引入误差, 在各段首
尾连接处保持更高参数连续性等问题进行进一步地

研究.  
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The Matrix Representation for Multi-Degree Reduction or 
Elevation of Uniform B-Spline Curves 

XU Shao-ping, LIU Xiao-ping, LI Chun-quan, HU Lin-yan, YANG Xiao-hui 

(School of Information Engineering, Nanchang University, Nanchang Jiangxi 330031, China) 

Abstract: Multi-degree elevation and degree reduction of B-Spline curves in a matrix representation was proposed. 
The control points of the degree elevated or reduced B-Spline curve can be obtained as a product of the transfor-
mation matrix and the vector of original control points. The method does not need knots inserting or knots refin-
ment. In this way, the process of degree changing of B-spline simply express. 
Key words: computer graphic; B-spline; transformation matrix; matrix representation 
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The Coloring Problems for Double Graph of Path and Circle 
LU Jian-li, REN Feng-xia, MA Mei-lin 

(College of Mathematics and Information Science, He’nan Normal University, Xinxiang He’nan 453007, China) 

Abstract: Through classification discussion and inductive exploration, the adjacent strong edge coloring of double 
graphs of path and circle and the equitable adjacent strong edge coloring of double graphs of path are studied by 
setting up a corresponding relation between the set of vertices and edges and the set of color. Corresponding chro-
matic numbers are obtained by this new relation, at the same time, the corresponding coloring schemes are given. 
Key words: double graph; equitable adjacent strong edge coloring; equitable adjacent strong edge chromatic number 
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