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摘要: 利用时间相关的变分法对光纤光学系统中平面波调制的不稳定性进行研究, 在拉格朗日变分的框架
下推导出相位与振幅的演化方程, 进而对线性化扰动方程的解进行了数值模拟, 得出调制不稳定性下扰动功
率随传输距离的变化关系. 
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0  引言 

调制不稳定性(MI)是由于光纤色散和光克尔菲
线性效应所引起的光场不稳定性, 使稳态传输的光
变得不稳定, 进而会使得能量向着小区域聚集,出现
自聚焦等现象[1-2]. 自从 L.A.Ostrovskii[3-4]指出MI可
能在非线性光传输中存在之后, MI的理论与数值研
究 [5]得到了发展 , 相应的实验观察 [6-8]也逐步展开 , 
在应用前景以及对光通信系统的影响等方面取得许

多重要的成果[9-13]. 
在小信号近似下, 要清晰、直观而又普适地描

述光纤中的调制不稳定性, 振幅加位相角的光扰动
表述形式是更合适的选择[14]. 但是选取光波振幅和
位相的扰动形式既要考虑到演化方程的运算简便又

要考虑演化信息的完整性. 因此, 确定光波的扰动
形式, 寻找一种更为一般化、标准化的方法来推导
幅度和位相的演化方程是非常重要的. 

在最初的线性稳定分析方法中, 假定波数 K 是
一个与传输距离无关的常数, 通常所采取的光扰动

形式为 0( ( , )) exp[i ( )],A P z T zα φ= + 其中微扰 ( , )z Tα  

局限于一个函数构型空间 0 { ( , ) cosCF a z T U= = (Kz−
 

) i sin( ),T V Kz T KΩ Ω+ − 为复数 , Ω 为实数)[15-16]或者

0 { ( , ) exp[i( )] i exp[i( )],CF a z T U Kz T V Kz T KΩ′= = − + −Ω   

为复数, Ω为实数}[17-18]. 最近, 钟先琼等[2,19-20]指出了

该扰动形式遗漏了光的部分演化信息, 并且考虑了振幅
和位相的扰动形式,即将微扰 ( , )z Tα 局限于函数构型

空间 1 { ( , ) ( ) exp{i[ ( ) ]},CF a z T z z Tδ ψ Ω= = − δ(z)、ψ(z)为
实函数, Ω为实数 }. 

本文将进一步扩充复扰动 ( , )a Z T 的函数构型空

间 .在脉冲坐标系中 , 复扰动 ( , )a Z T 是关于时间  T

频率为 Ω的复值函数, 且其关于时间 T 的积分均值
为 0, 这里Ω为微扰角频率. 将 ( , )a Z T 展开成傅里叶

级数的形式为 

 
0,

ˆ( , ) ( ) exp[i( )],k
k k

a z T a z k TΩ
> ∈

= ∑
Z

 (1) 

其中复值函数 ˆ ( )ka z 表示第 k 阶傅里叶系数 . 由于

1a , 考虑 ( , )a z T 的 2个模式的近似, 即考虑微扰

形式为 

 0 1 1ˆ ˆ( ( ) exp[i ] ( ) exp[ i ])
exp[i ( )],

A P z T z T
z
α Ω α Ω

φ
−= + + − ⋅

 (2) 

将(2)式中复值函数 ˆ ( ), { 1,1}ka z k∈ − 写成指数的形式 

1 1ˆ ˆ( ) ( ) exp[i ( )], ( ) ( ) exp[i ( )],u ua z U z z a z U z zφ φ−= = 从而将

复微扰形式局限于下面函数构型空间: CF2={a(z, T)= 
( )exp{i[ ( ) ]} ( ) exp{i[ ( ) ]}, ( )u vU z z T V z z T U zφ Ω φ Ω+ + − 、 

V(z)、φu(z)、φv(z)为实函数, Ω为实数 }. 该函数构型
空间 2CF 在讨论玻色-爱因斯坦凝聚系统平面波的调
制不稳定性中已被广泛应用[21-22]. 这种扰动形式更
具有普适性, 然而在运算上却增加了难度, 演化变
量由原来的 2个(δ 、ψ )变为 4个(U 、 uφ 、V 、 vφ ). 
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因此, 将利用时间相关的变分法[19]来研究平面波的

调制不稳定性, 基于拉格朗日变分的框架, 将分别推
导出相位和振幅的调制扰动演化方程, 进而讨论平面
波解的调制不稳定性及其对功率增益带来的影响. 

1  光扰动的演化方程 

忽略光纤损耗和高阶色散的影响, 考虑光波的
慢变复振幅方程 

 
2

2
2 i ,

2
A i A A A
z T

β γ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (3) 

其中 β 为二阶色散系数. 考虑方程(3)与脉冲坐标系
中的时间T 无关的稳态解为  

 0 exp[i ( )],A P zφ=  (4) 

其中非线性相移为 0( )z P zφ γ= . 为检验解(4)是否经
得起扰动, 考虑如下解的微扰形式 

 0( ( ) exp{i[ ( ) ]}
( ) exp{i[ ( ) ]) exp[i ( )].

u

v

A P U z z T
V z z T z

φ
φ φ

= + +Ω +

−Ω
 (5) 

注意到方程(1)~(3)对应的拉格朗日函数为 

 * * 2 4( ) | | | | d .
2 2 2z z
iL A A AA A A Tβ γ∞

−∞

⎡ ⎤= − + ∇ +⎢ ⎥⎣ ⎦∫  (6) 

事实上 , 从变分原理 , 拉氏函数对 *A 求变分 , 
变分方程为 

( ) ( )* ** *
0,

/ /
L L L L

z TA AA z A T
δ
δ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

将上述方程化简, 即得方程(3) . 
将 (5)式代入方程 (6)中 , 对波函数 ( , )A z T 加周

期边界条件, 即考虑方程(6)中的积分限为 0 2T < π≤ , 
得到拉氏函数为  

 

2 4 4
0 0

2 2 2
0

2 2
0

[ ( ) 4 cos( )

(2 4 2 )

(2 2 )].

u v

u

u

L P U V PUV

U P V

V P

γ γ γ φ φ

γ βΩ γ φ

γ βΩ φ

=π − + + + + +

+ + − +

+ −

　  (7) 

其中φu、φv为系统的广义坐标, X=U2、Y=V2为对应

坐标下的动量.特别地,关于 ( , , , )u vX Yφ φ 的有效哈密

顿量 
2 2

0

2 2
0 0

[ ( ) 4 cos( )

(2 4 ) (2 )]
eff u vH X Y P XY

X P Y Y P

γ γ φ φ

γ βΩ γ γ βΩ

=π + + + +

+ + + +
 

为典则共轭的.             
利用(7)式,可得到对应的拉格朗日运动方程 
d
d

L L
z ξξ
∂ ∂

= ⇒
∂∂

 

 3 2
1 02 cos( ),u u vU CU U UV PVφ γ γ γ φ φ= + + + +  (8) 

 0 sin( ),u vU PVγ φ φ= +  (9) 

 3 2
1 02 cos( ),v u vV C V V U V PUφ γ γ γ φ φ= + + + +  (10)    

 0 sin( ),u vV PUγ φ φ= +  (11) 

其中 2
1 0 / 2.C Pγ β= + Ω  由方程(8)~(11)可知 

U V= , 
 0 sinU PUγ φ= , (12) 

 2
1 03 cosC U Pφ γ γ φ= + + , (13) 

其中 .u vφ φ φ= +  保留方程(13)直到 ( )O U 项(对方程进
行线性化),得 

 1 0 cos .C Pφ γ φ= +  (14) 
此时, 由功率增益的定义可得扰动的功率增益为 

( )
( )( )

2

2

2
0

02

1( ; )
exp[i ] exp[i ]

exp[i ] exp[i ]

4 1 cos sin
2 sin .

exp[i ] exp[i ]

u v

u v

u v

u v

g z
U V

U V
z
PU

P
U V

Ω
φ φ

φ φ

γ φ φ φ
γ φ

φ φ

= ⋅
+

∂
+ =

∂
+ −

=
+

(15) 

由方程(14)可看出扰动的相位不是传输距离 z
的线性函数, 因此扰动的增益不会是一个常数, 而
与位相是相关的. 

2  光扰动演化仿真 

2.1  负色区域的情况( 0β < ) 
从理论上 , 当扰动频率小于截止频率 cΩ =  

04 /| |Pγ β 时, 将会发生调制不稳定性. 本节将讨论

在负色散的情况下光扰动的振幅和相位演化规律 , 
由方程(14)可知  

 2
0 0( | | / 2) cos .P Pφ γ β γ φ= − Ω +  (16) 

容易验证方程(1)~(13)有解 

 
2

0

2
0

2arccot
(4 )

1coth (4 )( ) ,
4

P

P z C

βΩ
φ

β γ βΩ

Ω β γ βΩ

⎡ ⋅=− ⎢
− +⎢⎣

⎤⎛ ⎞− + +⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 (17) 

其中 C为积分常数. 

2.1.1  扰动频率小于截止频率( 04 /| |c PΩ Ω γ β< = )  当

扰动频率小于截止频率时, 模拟了相位 φ 的演化过

程. 从图 1(a)可看出, 扰动相位φ关于传输距离呈非

线性缓慢增长. 特别是在近距离的传输段, 呈现出

较强的非线性. 这充分说明, 把扰动相位 φ 限制于 

一个关于 z 的线性函数空间(CF0或 0CF ′ )中, 在短距
离传输阶段是有缺陷的, 这样人为的限定导致了扰
动相位的部分演化信息丢失.   
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由于方程(16)为方程(13)的线性近似, 故当扰动

振幅非常小时, 求得方程(13)中的解为 

2
0

2
0

~ 2arccot
(4 )

1coth (4 )( ) , .
4

n
P

P z C n

βΩ
φ

β γ βΩ

Ω β γ βΩ

⎡ ⋅π− ⎢
− +⎢⎣

⎤⎛ ⎞− + + ∈⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
Z

 

 由于扰动相位与传输距离相关, 进而导致扰动

的功率增益与传输距离有关. 由扰动的功率增益公

式(15)可知  

0 2
0

2
0

( ; ) 2 sin 2arccot
(4 )

1coth (4 )( ) .
4

g z P n
P

P z C

βΩ
Ω γ

β γ βΩ

Ω β γ βΩ
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− +⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎤⎪⎛ ⎞⎥− + + ⎬⎜ ⎟⎥⎝ ⎠ ⎪⎦⎭

 

 
图 1(b)为用不同方法得到的扰动功率增益随传

输距离的变化图. 由图1可知, 当传输距离很大时, 扰动

功率增益近似为常值, 这与线性稳定分析方法所得的结

果是一致的. 当传输距离很大时( )z→∞ , 在给定的数

值模拟参数 0 1P = , 0.1γ = , 0.01β =− ,Ω = 0.200 cΩ 下,可

以求得 2.738 9.φ φ∞→ = 进而由扰动的功率增益公式

(15)可知 g g∞ = 0( ; ) 2 sin( ) 0.783 8P .Ω γ φ∞∞ = =  

下面来讨论扰动振幅的演化过程 . 由方程 (9) 

可知扰动振幅方程为 

 0 sin .U PUγ φ=  (18) 

将(17)式代入(18)式, 分离变量, 可求得方程的解为 

( )(2 2 2
2 0 0 0( ) 2 2 cosh 4U z C P P Pγ β γ βΩ γ βΩ⎡ ⎛= + Ω − − +⎜⎢ ⎝⎣

 

( )( ) 2 2
1 0/ 2 (4 )z C PβΩ γ βΩ⎤⎞+ +⎟⎥⎠⎦

 

其中 C1、C2均为积分常数, 积分常数 1C 来自(17)式. 

显然, ( )U z 为关于 z指数增长的函数, 如图2(a)所示,

其表现出调制不稳定性 .特别地 , 取初始扰动值

(0) 0φ = , (0) 1U = 可以得到解 

20
02

2 11 1 cosh (4 ) .
2

P
U P z

γ
β γ βΩ

βΩ
⎛ ⎞⎡ ⎤= + − Ω +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 

2.1.2  扰动频率大于截止频率( 04 /| |c PΩ Ω γ β> = )  由 MI

的基本理论可知, 该区域无调制不稳定现象.扰动振

幅随传输距离呈周期性变化, 如图 2(b)所示.特别地, 

取初始扰动值 (0) 0φ = , (0) 1U = 可以得到如下解 

20
02

2 11 1 cos (4 ) .
2

P
U P z

γ
Ω β γ βΩ

βΩ
⎛ ⎞⎡ ⎤= + − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 

当扰动频率大于截止频率时, 扰动功率的增益随传

输的距离 z 增加时正时负 , 呈周期性振荡 , 即扰动

幅度时而增长, 时而衰减, 扰动不会发散, 也就是人

们通常认为的主光波的传输是稳定的, 如图 3 所示. 

2.2  正色区域的情况( 0β > ) 

此时方程(13)变为 

 2
0 0( / 2) cos .P Pφ γ βΩ γ φ= + +  (19) 

对于方程(19), 对于任意的正色散系数 0β > ,取任何
的初始相位扰动 0(0)φ φ= , φ 始终呈周期性振荡 . 下
面将计算φ的振荡周期. 

 

 

 
注: 扰动图参数选取为: 0 1WP = , 0.1γ = , 0.01 2ps /mβ =− , 0.200 cΩ Ω= . (a)扰动位相 ( )zφ 的演化(初始扰动相位 ( )0 0φ = 对应实的曲线; 

初始扰动相位 ( )0φ =π对应虚的曲线), (b)不同方法下得到的扰动功率增益随传输距离的变化图. 

图 1  扰动频率截止频率时的演化过程图 
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注: (a) 0.2 cΩΩ = ; (b) 1.025 .cΩΩ =  

图 2  相同参数(P0=10 W, 0.1γ = , 0.01 2ps /mβ =− , (0) 0φ = , (0) 1U = )下不同扰动频率的振幅演化图  

 

 
 

注: 参数选取为 2
0 10 , 0.1, 0.01 / ,P W ps mγ β= = =− 1.025 .cΩΩ =  

图 3  扰动频率大于临界频率时扰动功率增益 
随传输距离的变化图  

 
根据不定积分公式 

2 2

d 2 arctan tan ,
cos 2

( ),

x a b a b x C
a b x a b a b a b

a b

⎛ ⎞+ −
= −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

>

∫

对方程(19)变量分离, 进而取不定积分, 得 

2
0 0

d
( / 2) cos

z C
P P

φ
γ βΩ γ φ

= + ⇒
+ +∫  
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2 / 2( ) arctan
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tan ( ) (2 / 2) .
2

Pz

z C P

γ βΩφ
βΩ

β Ω γ βΩ
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⎪⎩

⎫⎛ ⎞⎪− +⎜ ⎟⎬⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎭

 

由上式可知, 相位的振荡周期为 

 
2 22 2

0

,
(2 / 2)

2
cP

τ
β βΩ Ω ΩΩ γ βΩ

π π
= =

++
 (20) 

进而结合方程(12)以及功率增益的定义公式(15)得

到振幅以及功率增益的振荡周期也为 .τ  由(20)式 
可知 , 扰动频率越大 , 功率增益振荡得越快 ; 主光
信号越强, 功率增益振荡得也越快. 
2.3  临界情形 ( )cΩ Ω=  

显然 , 临界情形的MI只发生在负色区域 . 当

04 /| |c PΩ Ω γ β= = 时, 方程(16)简化为 

 ( )0 1 cos ,Pφ γ φ= +  (21) 

方程 ( 2 1 )很容易求出其解为 ( )0( ) tan / 2z P zφ γ= +  

C, C为积分常数. 进而可以求得扰动的功率增益为 

 [ ]0 0( ; ) 2 sin 2 sin tan / 2 ,g z P P z Cγ φ γΩ = = +  (22) 

此种情形下, 扰动功率的增益随传输的距离 z 增加

时正时负, 呈周期性快速振荡,即扰动幅度时而增长,

时而衰减, 扰动不会发散, 如图  4 所示. 
 

 
 

图 4  临界情形扰动功率呈周期性振荡 

3  小结 

将光纤中的光扰动表为更具普适性的振幅加相

位角的形式后, 利用时间相关的拉格朗日变分法导
出了光扰动振幅和相位的演化方程; 解出了光扰动
振幅、位相和功率增益系数的解析表达式; 计算并
分析讨论了不同光扰动初始情况下的光扰动振幅、

位相和功率增益系数随距离的演化规律. 研究结果
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表明: 扰动的初相位对扰动初始阶段的演化规律有
重要影响; 在人们认为无调制不稳定的光纤的正色
散区和扰动频率大于截止频率的负色散区域, 扰动
的功率增益随距离是振荡的 , 选择适当的初相位 , 
也可有一个正扰动增益的初始阶段. 对具有调制不
稳定性负色散区域的重点讨论表明, 前人导出的扰
动功率增益表达式只是本文结果在传输距离足够大

时的渐近值, 该渐近值与初位相无关, 而与扰动频
率有关.  
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The Modulational Instability in Nonlinear Optics 
JIA Lei-lei1,2, SUN Shan-lin2, GE Ren-hua2  

(1. Department of Electrical Engineering, Guilin College of Aerospace Technology,Guilin Guangxi 541004, China;  
2. School of Information and Communication, Guilin Universityof Electronic Technology, Guilin Guangxi 541004, China) 

Abstract: Using time-dependent variational method,modulational instability of the plane waves in nonlinear optical fi-
ber system has been investigated. Based on the Lagrangian variational framework, the evolution equations of phases and 
amplitudes is induced, and by the numerical simulation of the solutions for the linearization of the perturbed equa-
tions,the evolution of perturbed gain power is presented.  
Key words: nonlinear optics system; modulational instability; perturbed gain power; variational method 
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