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一类高阶微分方程解的增长性 
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摘要 : 研究了微分方程 ( ) ( )1
1 2 1 0e e

n nk k az bz
kf A f A f A f A f F−
− ′′ ′+ + ⋅ ⋅ ⋅ + + + = 解的增长性 ,其中 ( )0A z 、 ( )1A z 、

( )F z 是级小于 n的整函数, ( )jA z ( )2,3, , 1j k= −" 是次数不超过 m的多项式, a、b为非零复常数. 证明了该

方程的所有解 ( )f z 满足 ( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = ∞ , ( ) ( ) ( )2 2 2f f f nλ λ σ= = = , 至多除去 2个例外复数 b.  
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0  引言及主要结果 

本文使用值分布论的标准记号 [1-3], 并用

( )fσ 、 ( )fλ 、 ( )fλ 分别表示亚纯函数 ( )f z 的增

长级、零点收敛指数与不同零点收敛指数, ( )2 fσ 、

( )2 fλ 、 ( )2 fλ 分别表示亚纯函数 ( )f z 的超级、2

级零点收敛指数与 2级不同零点收敛指数[4]. 

1996年, Ki-Ho Kwon在文献[5]中研究了下面一

类方程解的超级问题, 得到 

定理 A  设 ( )P z 和 ( )Q z 是非常数多项式且

( ) 1
1 1 0

n n
n nP z a z a z a z a−

−= + + ⋅⋅⋅ + + , ( ) n
nQ z b z= +  

1
1 1 0

n
nb z b z b−
− + ⋅⋅⋅ + + , 其中 ia 、 ib ( )0,1, ,i n= " 是复

常数, 0n na b ≠ , 设 ( )1h z 与 ( )2h z ( 0)是整函数, 并

满足 ( )1 degh Pσ < , ( )2 degh Qσ < , 如果 arg na ≠  

arg nb 或 (0 1)n na cb c= < < , 则方程 

 ( ) ( )
1 2e e 0P z Q zf h f h f′′ ′+ + =   (1) 

的每个非常数解 f具有无穷级且 ( )2 f nσ ≥ .  

1999年, 陈宗煊[6]在Ki-Ho Kwon的基础上更深

入地研究了此类齐次 2阶微分方程, 并得到 

定理 B  设 ( )P z 、 ( )Q z 、 ( )1h z 和 ( )2h z ( 0)

满足定理 A中的条件, 0n na b ≠ , 如果 arg argn na b≠

或 (0 1)n na cb c= < < , 且方程(1)的每个非常数解 f

满足 ( )fλ < +∞ , 那么 ( )2 f nσ = . 

本文在前人的基础上将 2 阶推广至高阶, 并得

到了如下结果. 

定理 1  假设 ( )0A z 、 ( )1A z 、 ( )F z 是级小于

n ( )2n≥ 的整函数 , ( )jA z  ( )2,3, , 1j k= −" 为次

数不超过 m ( )1m n< − 的多项式, a、 b是复常数满

足 0ab ≠ 且 (0 1)a cb c= < < , 则方程 

 ( ) ( )1
1 2 1 0e e

n nk k az bz
kf A f A f A f A f F−
− ′′ ′+ + ⋅⋅ ⋅ + + + =   

 (2) 
的每个非零解 f满足 

( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = ∞ , 

( ) ( ) ( )2 2 2 ,f f f nλ λ σ= = =  

至多除去 2个例外复数 b. 

1  引理 

引理 1[6]  设 g(z)为亚纯函数, ( )gσ β= < +∞ , 

那么 0ε∀ > , 存在对数测度有限的集合 ( )1 0,E ⊂ ∞ , 

使得当 [ ] 10,1z r E= ∉ ∪ 且 r充分大时, 有 

{ } ( ) { }exp expr g z rβ ε β ε+ +− ≤ ≤ . 

引理 2[6-8]  假设 ( ) ( )i nP z zα β= + + ⋅⋅ ⋅ (α、β是

实数, 0α β+ ≠ )是多项式且次数 n≥1, ( )A z ( 0)

是整函数且 ( )A nσ < . 令 ( ) ( ) ( )eP zg z A z= , iez r θ= , 

( ), cos sinP n nδ θ α θ β θ= − , 那么∀ε > 0, 存在集合
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[ )1 0, 2πH ⊂ , 其线测度为 0, 满足 ∀ [ )0,2π \θ ∈  

( )1 2H H∪ , ∃ R>0, 使得对 z r R= > , 有 

(i) 如果 ( ), 0Pδ θ > , 那么                                                                       

( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ }

iexp 1 , e

exp 1 , ;

n

n

P r g r

P r

θε δ θ

ε δ θ

−

+

≤ ≤
 

(ii) 如果 ( ), 0Pδ θ < , 那么 

( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ }

iexp 1 , e

exp 1 , ,

n

n

P r g r

P r

θε δ θ

ε δ θ

+

−

≤ ≤
 

其中 [ ) ( ){ }2 0, 2π , 0H Pθ δ θ= ∈ = . 

引理 3[9]  假设 ( )f z 是整函数且 ( )fσ = ∞和

( )2 fσ α= < +∞ , 又设集合 ( )2 1,E ⊂ ∞ 有有限对数

测度 , 则存在点列 { }ie u
u uz r θ= , 满足 ( )uf z =  

( ),uM r f , [ )0, 2πuθ ∈ , [ )0lim 0, 2πuu
θ θ

→∞
= ∈ , 2ur E∉ , 

ur →∞和∀ ε > 0及充分大的 ur , 有 

( )lim log logu uu
v r r

→∞
= ∞ , 

 { } ( ) { }exp expu u ur v r rα ε α ε− +< < ,  (3) 

其中 ( )v r 为 ( )f z 的中心指标. 

注 1  类似于引理 3 的证明方法 , 可得当

( )fσ σ= < ∞ 时 , 存 在 点 列 { }ie u
u uz r θ= , 满 足

( ) ( ),u uf z M r f= , [ )0, 2πuθ ∈ , [ )0lim 0, 2πuu
θ θ

→∞
= ∈ , 

2ur E∉ , ur →∞和∀ ε > 0及充分大的 ru, 有 

( )lim log logu uu
v r r σ

→∞
= , 

 ( )u u ur v r rσ ε σ ε− +< < .  (4) 

引理 4  设 ( )f z 、 ( )F z ( 0)是整函数 , 且

( ) ( )F fσ σ< , 则     

 ( ) ( )lim 0
u

u ur
F z f z

→∞
= .  (5) 

证   只讨论 ( )fσ < ∞的情形 , 对 ( )fσ = ∞的

情形可以类似证明 . 由引理 1, ε∀ (0 2ε< <  

( ) ( ))f Fσ σ− , 存在集合 E ( )0,⊂ ∞ , 对数测度为有

限, 使得当 [ ]0,1z r E= ∉ ∪ 且 r充分大时, 有 

 ( ) ( ){ }exp FF z rσ ε+
≤ .  (6) 

根据文献[3, p26]的推论, ε ′∀ ( )0 1ε ′< < , 有 

( ) ( ), ,r f M r fμ ≤ , ( ) ( ) 1logfv r r εμ
′+

< ⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

再结合引理3的注1, 存在点列{ }ie u
u uz r θ= , 满足

( ) ( ),u uf z M r f= , [ )0, 2πuθ ∈ , [ )0lim 0, 2πuu
θ θ

→∞
= ∈ , 

ur E∉ , ur →∞ , 且对充分大的 ru, 有 

 ( ) ( ){ }, exp f
u uM r f r σ ε−> .  (7) 

由(6)~(7)式可得 

( )
( )

( ){ }
( ){ }

exp
0

exp

F
uu

f
u u

rF z
f z r

σ ε

σ ε

+

−
→≤ . 

引理 5[2,10]  设 0 1 1, , , ,ka a a F−" 0是有穷级整函

数, 则方程 
( ) ( ) ( )1 2

1 2 0
k k k

k kf a f a f a f F− −
− −+ + + ⋅⋅ ⋅ + =  

的所有无穷级解满足 

(i) ( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = ∞ ; 

(ii) ( ) ( ) ( )2 2 2f f fλ λ σ= = ≤  

( ){ }max 0,1, , 1ja j kσ = −" . 

2  定理的证明 

定理 1的证明  设 f ( 0)为方程(2)的解, 分 2步

证明 ( )fσ = ∞ . 

第 1 步  证明方程(2)不可能存在级小于 n的整

函数解. 假设 ( ) 1f nσ σ= < . 由引理 1, 0ε∀ > , 存

在对数测度为有限集合 1E , 使得当 [ ] 10,1z r E= ∉ ∪  

且 r →∞时, 有 

{ } ( ) ( ) { }1 1exp expjr f z rσ ε σ ε+ +− ≤ ≤ ( )1, 2, ,j k= " , 

( ){ } ( ) ( ){ }exp expj jA A
jr A z rσ ε σ ε+ +

− ≤ ≤ ( )0,1j = , (8) 

( ){ } ( ) ( ){ }exp expF Fr F z rσ ε σ ε+ +− ≤ ≤ . 

又由引理 2, 存在一射线 ( )0 1 2arg \z H Hθ= ∪ 使

得 ( ) ( )0 0, , 0n naz c bzδ θ δ θ= > , 且对充分大的 r , 有 

 
( ) ( )
( ) ( ){ }

i 0
0 0i i e

0

0

e e e

exp 1 , ,

nnbr

n n

A r f r

bz r

θθ θ

ε δ θ−

≥
  

(9)
 

 
( ) ( )
( ) ( ){ }

i 0e
0 0i i

1

0

e e e

exp 1 , ,

nnar

n n

A r f r

az r

θ
θ θ

ε δ θ

′

+

≤
  

(10)
 

其中H1如引理 2所设, [ ) ( ){ }2 0, 2 , 0nH bzθ δ θ= ∈ π = . 
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由方程(2)和(8)~(10)式得, 对所有满足 z r= ∉  

[ ] 10,1 E∪ 和 0iez r θ= 的 z, 当 r充分大时, 有   

( ) ( ){ } ( ) ( ) i 0
0 0i i e

0 0exp 1 , e e e
nnn n brbz r A r f r
θθ θε δ θ− ≤ ≤  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

i 0e
0 0 0

1
i i i

2

i i i
1

e e e

e e e e
nnar

k
k j

j
j

f r A r f r

A r f r F r
θ

θ θ θ

θ θ θ

−

=
+ +

′ +

∑

≤

 

  
{ } ( ) { }
( ) ( ){ } ( ){ }

1 1

0

exp 2 exp

exp 1 , exp .

m

Fn n

r k r r

az r r

σ ε σ εε

σ εε δ θ

+ ++

+

+ − +

+ +
 

令 ( ){ }2 1max ,F nσ σ σ= < , 并取 0 2 (1 )cε< < −  

(1 )c+ , 则有 

( ) ( ) ( ){ }0exp 1 1 ,n nc bz rε ε δ θ− − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ≤

( ) { }21 exp mk r rσ ε ε+ ++ , 

这是一个矛盾. 故 ( )f nσ ≥ . 

第 2步  证明方程(2)的每个非零解 f 具有无穷

级 . 由第 1 步的结论知 ( )f nσ ≥ . 假设 ( )fσ =  

σ < +∞ , 由 Wiman-Valiron 理论, 存在一对数测度

为有限的集合 ( )2 1,E ⊂ ∞ , 使得对所有满足 

( )f z = ( ),M r f  

和 

[ ] 20,1z r E= ∉ ∪  

的 z , 有 

 
( ) ( )
( )

( ) ( )( )1 1
jjf z v r

o
f z z

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1,2, ,j k= ⋅⋅ ⋅ .  (11) 

又由引理 3和引理 4可知, 存在点列{ }ie u
u uz r θ=

满足 ( ) ( ),u uf z M r f= , [ )0, 2πuθ ∈ , 0lim uu
θ θ

→∞
= ∈  

[ )0, 2π , [ ] 1 20,1ur E E∉ ∪ ∪ , ur →∞ , 且对充分大的

ur , 有(4)~(5)式成立. 

令 iebb r φ= , 对上述 θ 0, 选取复数 b, 使得

0 π / 2φ θ≠ ± , 则 

( ) ( )0 0, cosnbz b nδ θ φ θ= + 0δ= ≠ . 

下面分情况讨论.  

情形(i)  δ>0. 由于 0lim uu
θ θ

→∞
= , 则当 u 充分大

时, 有 ( ), 0n
u ubzδ θ δ= > . 从而 

( ),n n
ubz azδ θ− = ( )1 0uc δ− > , 

( ), 0n
u uaz cδ θ δ− = − < . 

由方程(2)得 

 

( ) ( )1

0
2

1

e e e

e .

n n n n

n

k jk
bz az az az

j
j

az

f fA A
f f

f FA
f f

−
− − −

=

−

− = + +

′
−

∑
  

(12)
 

将(4)~(5)式, (8)式, (11)式代入(12)式并结合引

理 2, 有 

 ( )( ){ } ( )0exp 1 1 e
n n

u ubz azn
u u uc r A zε δ −− − −≤ ≤  

( )( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

2

exp 1

1 1 1 1

n
u u

k jk
u um

u
u uj

c r

v r v r
o r o

r r
ε

ε δ

−
+

=

− − ⋅

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
 

( ){ } ( ) ( )( ) ( )1exp 1 1 1A u
u

u

v r
r o o

r
σ ε+ + + ≤  

 ( ) ( ){ } ( )112 exp 1k A
u ukr r oσ ε σ ε+ − + + .  (13) 

由于 ( )1A nσ < , 可见(13)式不成立. 

情形(ii)  δ <0. 由于 0lim uu
θ θ

→∞
= , 则当 u充分大

时, 有 ( ), 0n
u ubzδ θ δ= < . 从而 ( ), 0n

u uaz cδ θ δ= < . 

由方程(2)得     

 
( ) ( )1

1 0
2

e e
n n

k jk
az bz

j
j

f f f FA A A
f f f f

−

=

′
− = + + −∑ .  (14) 

将(5)~(6)式代入(14)式并结合引理 2, 有 

( ) ( )( )
( ) ( )
( )

1 1
k k

u u

u u

v r f z
o

r f z
⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  

( ) ( ) ( )( )

( ){ } ( ) ( )( )

( ){ } ( )

1

2 1 1

exp 1 1 1

exp 1 1

k
u m

u
u

un
u u

u
n

u u

v r
k o r

r

v r
c r o

r

r o

ε

ε δ

ε δ

−
+⎛ ⎞

− + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + +

− + ≤

 

( ) 1

2
k

u m
u

u

v r
k r

r
ε

−
+⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

即有                  

 ( ) 14 m
u uv r kr ε+ +≤ .  (15) 

取 ( )( )0 21mε σ< < − + , 则(15)式与(4)式矛盾, 

故(15)式不成立 . 

综合第 1步和第 2步并结合引理 5即得方程(2)
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的每个非零解 f 满足 ( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = ∞ , 至

多除去 2个例外复数 b . 

下面证明方程(2)的无穷级解 f满足 

( )2 fλ = ( ) ( )2 2f f nλ σ= = . 

由引理 5可得 

( ) ( )2 2f fλ λ= =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 1 0max , , , e , e
n naz bz

kf A A A A nσ σ σ σ σ− ="≤ . 

断言 ( )2 f nσ = . 否则, 设 ( )2 f nσ α= < . 

由 Wiman-Valiron 理论, 存在一对数测度为有

限的集合 ( )2 1,E ⊂ ∞ , 使得对所有满足 ( )f z =  

( ),M r f 和 [ ] 20,1z r E= ∉ ∪ 的 z, 有(11)式成立, 又

根据引理 3 和引理 4 可知 , ∃ { }ie u
u uz r θ= 使得

( ) ( ),u uf z M r f= , [ )0, 2πuθ ∈ , [ )0lim 0, 2πuu
θ θ

→∞
= ∈ , 

[ ] 1 20,1ur E E∉ ∪ ∪ , ur →∞ , 且对充分大的 ru, 有(3)

和(5)式成立. 

对上述θ 0, 由第 2 步复数 b 的选取 , 可知

( )0, 0nbzδ θ δ= ≠ . 下面分情况讨论. 

情形(i)  δ >0. 由于 0lim uu
θ θ

→∞
= , 则当 u充分大

时, 有 ( ), 0n
u ubzδ θ δ= > . 从而 ( ), 0n

u uaz cδ θ δ= > . 

由方程(2)得    

  
( ) ( )1

0 1
2

e e
n n

k jk
bz az

j
j

f f f FA A A
f f f f

−

=

′
− = + + −∑ . (16) 

将(3), (5)和(11)式代入(16)式中并结合引理 2, 有 

( ){ } ( )0exp 1 e
n

ubzn
u u ur A zε δ− −≤ ≤  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ){ } ( ) ( )( ) ( )

1

2
1 1 1 1

exp 1 1 1 1

k jk
u u m

u
u uj

un
u u

u

v r v r
o o r

r r

v r
c r o o

r

ε

ε δ

−
+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

≤

 

( ) ( ){ } ( )
2 1 exp 1

k
un m

k u u
u

v r
k c r r

r
εε δ +⎛ ⎞

+ + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

即 

 
( ) ( ){ }

( ) { }
exp 1 1

2 1 exp .

n
u u

m
u u

c r

k kr rα ε ε

ε ε δ

+ +

− − +⎡ ⎤⎣ ⎦

+

≤
  

(17)
 

取 0 2 (1 ) (1 )c cε< < − + , 则(17)式不成立. 

情形(ii)  δ <0. 由于 0lim uu
θ θ

→∞
= , 则当 u充分大

时, 有 ( ), 0n
u ubzδ θ δ= < . 从而 ( ), 0n

u uaz cδ θ δ= < . 

将(5)和(11)式代入(14)式并结合引理 2, 有 

( ) ( )( )
( ) ( )
( )

1 1
k k

u u

u u

v r f z
o

r f z
⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  

( ) ( ) ( )( )

( ){ } ( ) ( )( )

( ){ } ( ) ( )

1

1

2 1 1

exp 1 1 1

exp 1 1 2 ,

k
u m

u
u

un
u u

u
k

un m
u u u

u

v r
k o r

r

v r
c r o

r

v r
r o k r

r

ε

ε

ε δ

ε δ

−
+

−
+

⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

− + +

⎛ ⎞
− + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤

 

即有                  

( ) 14 m
u uv r kr ε+ +≤ . 

这与(3)式矛盾. 

故 ( ) ( ) ( )2 2 2f f f nλ λ σ= = = . 
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