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非线性广义系统的局部输入-状态稳定性 
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摘要: 利用 LISS-Lyapunov 函数研究非线性广义系统的局部输入-状态稳定性问题. 根据局部输入-状态稳定
性要求初始状态和输入在一定范围内变化, 给出非线性广义系统的相应定义, 得到非线性广义系统局部输入-状
态稳定(LISS)的 1个充分条件． 
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0  引言 

在非线性控制系统的分析与综合研究中, 输入-

状态稳定性是一个重要问题. 由于输入-状态稳定定

性在实际系统中的重要应用, 自 20 世纪 80 年代

E.D.Sontag 提出了这种稳定性概念以来一直就受到人

们的重视并取得了丰富的研究成果. 文献[1] 提出了

局部输入-状态稳定性概念, 区别于全局输入-状态稳

定性中初始状态和输入可以任意大, 局部输入-状态

稳定性要求初始状态和输入在一定范围内变化. 由于

多数实际系统不是全局输入-状态稳定的, 因而局部

输入-状态稳定性的重要性和应用性是显然的[2-4]. 在

实际问题中有着广泛应用的广义系统, 由于其结构复

杂, 与正常系统相比, 广义线性的理论体系已初步形

成, 但非线性广义系统有许多问题尚待研究[5-8]. 

本文研究非线性广义系统的局部输入-状态稳

定性问题. 局部输入-状态稳定性要求初始状态和输

入在一定范围内变化, 类似于正常非线性系统的局

部输入-状态稳定性概念, 给出非线性广义系统的相

应定义, 基于LISS-Lyapunov函数得到非线性广义系

统局部输入-状态稳定的 1个充分条件.  

1  预备知识 

引理 1   对于标量微分方程 

( , )u f t u= , 0 0( )u t u= , 

其中 0t∀ ≥ , u J∀ ∈ ⊂ R , ( , )f t u 是 t 的连续函数 , 

以及对 u满足局部 Lipschitz 条件, 解 ( )u t 存在的最

大区间为 0[ , )t T ( T 可取 +∞ ), 0[ , )t t T∀ ∈ , 有 ( )u t ∈ J. 

如果可微函数 ( )v t , 0[ , )t t T∀ ∈ , ( )v t J∈ , 使得 

( ) ( , ( ))v t f t v t≤ , 0 0( )v t u≤ , 

则 ( ) ( )v t u t≤ , 0[ , )t t T∈ .  

设连续函数 ( ) : [0 , ) [0 , )t aγ → +∞ ( a可取 +∞ ), 

如果它严格递增且 (0) 0γ = , 则称函数 γ 为 K 类函

数 ; 设连续函数 ( , ) : [0 , ) [0 , ) [0 , )s t aβ × +∞ → +∞ ( a

可取 +∞ ), 若对于固定的 t , 函数 ( , )tβ ⋅ 是 K 类函数; 

对于固定的 s , 函数 ( , )sβ ⋅ 严格递减且 lim ( , )
t

s tβ
→+∞

= 0, 

则称函数 ( , )β ⋅ ⋅ 为 KL类函数.  

引理 2   对于标量自治微分方程 

( )y yα= − , 0 0( )y t y= , 

其中α 是在 [0, )a 上满足局部 Lipschitz 条件的 K 类

函数 , 则 0 [0, )y a∀ ∈ , 该方程存在唯一解 ( )y t , t∈  

0[ , )t +∞ , 且 

0 0( ) ( , )y t y t tσ= − , 

其中 ( , )σ ⋅ ⋅ 是定义在 [0, ) [0, )a × +∞ 上的 KL类函数.  

2  主要结果 

考虑如下可解的非线性广义系统 
 ( ) ( , ),t f=Ex x u   (1) 
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其中 ( ) nt ∈Rx 与 ( ) mt ∈Ru 分别是系统的状态和输入

向量, n n×∈RE 且 det 0=E , ( , )f =0 0 0 .  

可解性保证对任意分段连续输入 ( )tu 和任意给

定的初始值 (0)Ex , 系统(1)有且只有 1 个无脉冲解

( )tx [9]. 由于广义系统的内在特性 , 初始值必须以

形式 (0)Ex 给出[10].  

定义 1  若有 KL 类函数 β 和 K 类函数 γ , 

1(0) (0, )B k∀ ∈Ex 和 2
0

( ) : sup ( )
t

t t k∀ <
≥

u u , 其中 1k , 

2k 为正常数, 有 

( ) ( )0
( ) (0) , sup ( )

t
t t

τ
β γ τ+

≤ ≤

≤x Ex u , 0,t≥  

则称非线性广义系统(1)局部输入-状态稳定.  

定理 1  设函数 ( ( )) : [0 , ) [0 , )V t +∞ → +∞Ex 连

续可微, 满足 
(i) (0) 0V = ;  

(ii) ( ) ( )1 2( ) ( ( )) ( )t V t tα α≤ ≤E x Ex Ex ,  

( ) 0t ≠Ex ;  

(iii) 
( ) ( )

T

3
d ( , ) ( ) , ( )

d
V f t tα

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤ ≥x u Ex Ex

Ex
 

( )( ) 0tρ >u ,  

其中 1α , 2α , 3α 和 ρ 为 K 类函数, 则系统(1)局部

输入-状态稳定.  

证  设 2
0

sup ( )
t

t k<
≥

u , 2 0k > , 取 1 2( ) 0k kρ> > , 

1(0) (0, )B k∀ ∈Ex , 则 

1(0) k<Ex , 0t∀ ≥ . 

从而有 

( ){ }

( )0

( ) ( ) ( ) 0, 0

( ) ( ) sup ( ) 0, 0 ,
t

s s s s t

s s s t
τ

ρ

ρ τ

> ⊃

⎧ ⎫
>⎨ ⎬

⎩ ⎭≤ ≤

≥ ≤ ≤

≥ ≤ ≤

x Ex u

x Ex u
 

又 ( ) 2 1
0
sup ( ) ( ) ,

t
k k

τ
ρ τ ρ< <

≤ ≤

u 令 ( )( )2
0
sup ( )

tτ
α ρ τ =

≤ ≤

u  

η , 则 2 1( )kη α< .  

( ( ))V V s= Ex 沿方程(1)的解的导数为 

( ) ( )
T

3
d( ( )) ( , ) ( ) ,

d
VV s f sα θ

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤Ex x u Ex
Ex

(2) 

其中
( )

( ){ }
0

3sup ( ) ( )
[0 , ], inf ( )

t
s

s t s
τ

ρ τ
θ α∈ =

≤ ≤

≤u Ex
Ex .  

当 ( ) 1
0
sup ( ) (0)

t
k

τ
ρ τ <

≤ ≤

≤u Ex 时, 由不等式(2)

得 

2 1( ( )) ( (0)) ( )V s V s k sθ α θ− −≤ ≤Ex Ex , 

所以当 s由 0变化到 2 1( ( ) ) /kα η θ− 时 , ( ( ))V sEx 减

少到η .  

令 2 1( ( ) ) /T kα η θ= − , 则 [0, ]s T∀ ∈ , 利用条件

(ii), 有 

( )
( )

1
2 2

1
3 2 3

( ( )) ( ) ( ( ( ))) ( )

( ( ( ( )))) ( ) .

V s s V s s

V s s

α α

α α α

−

−

⇒ ⇒≤ ≤

≤

Ex Ex Ex Ex

Ex Ex
 

于是, V 满足微分不等式 
1

3 2( ( )) ( ),V V Vα α ϕ−− = −≤  

其中 1
3 2ϕ α α−= 为 K 类函数.  

不失一般性, 假设ϕ 满足局部 Lipschitz 条件, 

令 ( )y s 满足 

( )y yϕ= − , (0) ( (0)) 0.y V= ≥Ex  

由引理 1得 

( ( )) ( )V s y s≤Ex , [0 , ],s T∈  

由引理 2, 存在 KL类函数 ( , )σ ⋅ ⋅ , 使得 

( ( )) ( ( (0)) , )V s V sσ≤Ex Ex , [0 , ],s T∈  

所以 

( )
( )( )( )

1 1
1 1

1
1 2

( ) ( ( )) ( ( ( (0)) , ))

(0) , ( )

s V s V s

s s

α α σ

α σ α

− −

− ⇒

≤ ≤ ≤

≤

E x Ex Ex

Ex x
 

( )( )( ) ( )1 1
1 2 (0) , (0) , ,s sα σ α β− − =E Ex Ex  (3) 

其中 [0, ],s T∈ β 为 KL类函数. 

s T∀ ≥ , 有 ( ( ))V s η≤Ex . 从而 

 

( )

( )( )( )

( )

1 1
1 1

1
1 2

0

1 1
1 2

0

0

( ) ( ( )) ( )

sup ( ) ( )

( ( ( sup ( ) )))

sup ( ) ,

t

t

t

s V s

s
τ

τ

τ

α α η

α α ρ τ

α α ρ τ

γ τ

− −

−

− −

=

⇒

=

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤

E x Ex

u x

E u

u  (4) 

其中 [ , ],s T t∈ γ 是 K 类函数.  

当 ( )0
(0) sup ( )

tτ
ρ τ

≤ ≤

≤Ex u 时, 则必有 ( (0))V ≤Ex  

η . 从而易知, 0s∀ ≥ , 有 ( ( ))V s η≤Ex . 若 ( ) 0s ≠Ex , 

同不等式(4)证法可得 

 ( )0
( ) sup ( )

t
s

τ
γ τ

≤ ≤

≤x u , [0, ].s t∈   (5) 

若 ( ) 0s =Ex , 而 ( ) 0s ≠x , 则存在与 s充分接近

的 1s ( 1( ) 0s ≠Ex ), 使 1( ) 2 ( )s s≤x x . 所以, 由 t的

任意性, 结合不等式(3)~(5), 1(0) (0, )B k∀ ∈Ex , ( )t∀u : 
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2
0

sup ( )
t

t k<
≥

u , 有 

( )
0

( ) (0) , ( sup ( ) )
t

t t
τ

β γ τ+
≤ ≤

≤x Ex u , 0,t≥  

即系统(1)是局部输入-状态稳定的.  
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The Local Input-to-State Stability of Nonlinear Descriptor Systems 
MA He-bao, XIAN Feng 

(Department of Mathematics, Minjiang University, Fuzhou Fujian 350108, China) 

Abstract: The problem of local input-to-state stability (LISS) of nonlinear descriptor systems has been discussed 
by using LISS-Lyapunov fuction. The notion of LISS highlights the limited domain of inputs and the neighboring 
region of initial states. The definition of LISS of nonlinear descriptor systems has been introduced. And a sufficient 
condition for local input-to-state stability of nonlinear descriptor systems is got. 
Key words: nonlinear descriptor systems; local input-to-state stability; LISS-Lyapunov function 
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