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摘要: 在半空间中讨论具有一般边界的带退化粘性项的单个守恒律初边值问题的解的收敛率. 在流函数为
凸条件下, 使用 L1-估计导出了解渐近衰减到稀疏波的 1 个 Lp-衰减估计, 从而澄清了一般边界条件对衰减率
的影响. 
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0  引  言 

带退化粘性项的方程考虑如下单个守恒律的一

般初边值问题 

 0

( ) , 0, 0,
, 0,

( ,0) ( )
, ,

(0, ) ( ), 0,

t x xx

b

u f u t u x t
u x

u x u x
u x

u t u t t

α

−

+

⎧ + = > >
⎪

=⎧⎪ = =⎨ ⎨ → ∞⎩⎪
⎪ =⎩ ≥

 (1) 

其中 u±为常数, f 为充分光滑的函数.  

假设 f 为严格凸函数, 即存在正常数α , 使得 

 ( ) 0,f u α′′ >≥   (2) 

且特征速度 ( )f u±′ 满足 

 0 ( ) ( ),f u f u− +′ ′<≤   (3) 

其中边界条件假设为 
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在全空间上考虑与 (1)式相应的双曲守恒律

Riemann问题: 
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其弱熵解是一个稀疏波 
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当 0α = 时, 称(1)式为互相位置 Burgers 方程. 

关于 Burgers方程的初边值问题和 Cauchy问题的解

收敛到稀疏波的渐近性研究已有了不少的结果 [1-3]. 

当 0α > 时 , 对带退化粘性项的单个守恒律所做的

研究相对较少. 当 ( )0,1/(4 ) , 3 / 2q qα ∈ > 时, 文献[4]

证明了 Cauchy问题存在整体光滑解, 并且相应解渐

近收敛到弱的稀疏波. 当 ( )0,1/ 7α ∈ 时, 文献[5]证

明了 Cauchy问题存在整体光滑解. 最近, 文献[6]证

明了当 ( )0,1/ 7α ∈ 时, 问题(1)整个解的存在性及解

渐近衰减到 1个稀疏波的 2L -衰减估计, 而本文在此

基础之上将衰减估计推广为 pL -衰减估计, 并由此

澄清了一般边界条件对解的衰减率的影响. 

定理 1  如果 (2)~(4)式成立 , 1
0u u H+− ∈ ∩  

1( )L +R , (0,1/ 7)α ∈ , 则问题 (1)存在唯一整体解

( , )u x t 满足估计式 
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其中 2 p < ∞≤ , 0 : ( ) ( )b bb u u u− ′= − ⋅ + ⋅ 及 C 是仅依

赖于 0u 和 p的正常数.  

特别地 , 若取 1( ) , ( ) (1)(1 )b bu u t u t O t −
− ′− = + , 

则有如下估计式 
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用 ,a bC 表示仅依赖于 ,a b的一般正常数, 或在不

会混淆的情况下, 简记C , ((0,p pL L= ))∞ 表示一般

Lebesgue 空间, 其范数为 || || pLf . , ,m p m pH H= ((0,  

))∞ 表示一般的 Sobolev 空间, 其范数为 ,|| || m pHf . 

为简洁起见 ,  记 ,2 ,m mH H= ([0, ];kC T ([0,1])pH  

( 0)T > 表示在 [0, ]T 上取值于 ([0,1])pH 的 k 次连续

可微函数空间, 用 || ||⋅ 表示 2|| ||L⋅ , 用 || ||m⋅ 表示 || || mH⋅ . 

1  光滑逼近及问题的转化 

首先借助 Y. Hattori和 K. Nishihara的思想[7]来

构造 ( , )r x t 的光滑逼近函数. 定义 ( , )x tω� 为 Cauchy

问题 
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的解, 其中初始值 0 ( )R xω 定义为 
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由于(8)式为 Burgers方程, 所以利用 Hopf-Cole 

变换可得 ( , )x tω� 的显式表达式, 从而能够定义稀疏

波 ( , )r x t 的光滑近似 ( , )x tω 为 

 1( , ) ( ) ( ( , ))x t f x tω ω−′= � .  

接下来，对边界进行修正，定义修正光滑逼近

函数 ( , )W x t 为 

 ( , ) ( , ) ( , )W x t x t x tω ψ= − ,  

其中 ( , ) : ( (0, ) ( ))e x
bx t t u tψ ω −= − .                           

下面定义扰动 ( , ) : ( , ) ( , )v x t u x t W x t= − , 则问题
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引理 1  对于 1 p ∞≤ ≤ , 0t≥ , ( , )W x t 和

( , )Q x t 满足 
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由于 ( , )W x t 非常快地收敛到 (5)式的稀疏波

( , )r x t , 因此要证估计式(6)和(7), 只需导出 ( , )v x t 的

衰减估计. 

2  衰减估计 
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为了得到问题(9)解的 pL -衰减估计, 需要建立 ( ),v x t

的如下 1L -估计. 

引理 2  假设 ( )( )1 1
0v H L +∈ R∩ 且 (0,1/ 7)α ∈ , 

则问题(9)的解 ( , )v x t 满足如下估计式 

 ( ) ( )( )1 10 0
0

( ) 1 sup 1 1 .L L
t

v t v C t bα

τ
τ+ + + +

≤ ≤

≤  

下面取得 v的衰减估计. 由引理 1 结合如下定

理即可证得定理 1. 下面定理的证明思路与文献[8-9]

类似. 

定理 2(衰减估计 )  假设条件 (2)~(4)成立 , 若
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其中 / 2 1: pv v v−=� , 0 : ( ) ( )b bb u u u− ′= − ⋅ + ⋅ , 且 2≤  
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(9) 



352 江西师范大学学报(自然科学版) 2012年 
 

 

则有如下估计式 
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由于 (0, ) 0v t = 可得, (10)式第 2项关于 x在 (0, )∞
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由W 及 xW 的有界性, (11)式左边第 3项利用(2)

式及引理 1(iii)可得 
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将估计式(12)代入(11)式 , 并在 (0, )∞ 上关于 x
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同理, 估计 2 3 4, ,I I I 得 
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取 1ε 足够小, 将估计式(15)~(18)代入(14)式可得 
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由引理2估计 1J 并定义 0 : ( ) ( )b bb u u u− ′= − ⋅ + ⋅ , 得 
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最后由引理 1(iv)及引理 2估计 2 ,J 得 
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将估计式(20)~(23)代入(19)式得 
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特别地,  
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若取 1( ) , ( ) (1)(1 )b bu u t u t O t −
− ′− = + , 由上式得 
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至此, 定理 2得证. 
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The Lp-Convergence Rate for Initial-Boundary Value Problem of 
Scalar Conservation Law with Degenerate Viscosity 
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Abstract: It is concerned with convergence rates toward the rarefaction waves of the solutions of the initial 
boundary data problem for scalar conservation law with degenerate viscosity and the general boundary data. Under 
the condition of convex flux, using L1-estimate derives a Lp-decay rate of the rarefaction wave for scalar conserva-
tion law with degenerate viscosity. From this decay rate estimate, the effect of the general boundary data on the 
decay rate is clarified. 
Key words: degenerate viscosity; general initial-boundary value problem; rarefaction wave; L1-estimate; decay rate 
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On the Growth for Solutions of a Certain Higher  
Order Differential Equation  

FENG Bin, LIU Hui-fang*, LI Yan-ling 
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Abstract: The growth for solutions of a differential equation ( ) ( )1
1 2 1 0e e

n nk k az bz
kf A f A f A f A f F−
− ′′ ′+ + ⋅ ⋅ ⋅ + + + =  

has been investigated, where ( )0A z , ( )1A z and ( )F z  are entire functions with order less than n, ( )jA z  

( )2,3, , 1j k= −"  are polynomials with degree no more than m, a and b are nonzero complex numbers, then every 
solution ( )f z  of  the above equation satisfies   

( ) ( ) ( )f f fλ λ σ= = = ∞ , ( ) ( ) ( )2 2 2f f f nλ λ σ= = = , 
except at most two exceptional complex numbers b. 
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