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认知诊断中 Q矩阵和 Q矩阵理论 
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摘要: Q矩阵和 Q矩阵理论是认知诊断中一对容易混淆的概念, 一方面需要强调它们的差异, 另一方面对 Q
矩阵理论做一些补充, 比如在一定条件下, 多级评分的认知诊断中测验蓝图的设计原理. 根据实测数据对测
验蓝图 Q矩阵修正的设想, 以及认知诊断模型和多维项目反应模型的联系.  
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1  Q 矩阵 

确定了一个诊断评估的范围以后, 认知诊断评
估的任务是揭示被试的认知长处和不足, 并且进行
相应的补救. 正像医生进行诊断一样, 需要一些特
定的医疗器械, 以探查被检查者器官上难以用眼睛
直接观察到的病症, 认知诊断也需要编制一些专门
的项目, 以探查被试不可直接观察的属性掌握情况. 
在认知诊断中 , 属性 (attribute)是一个重要的概念 , 
它的表述各种各样[1]. 引用 J.P.Leighton 等[2]的说法, 
属性表示测验项目的特征, 它是正确解决特定项目
时所需要的认知加工和技能. 记诊断评估范围内所
有属性的集合为 S1, 而所有项目的集合为 S2, 若项
目 j中出现属性 i, 则称属性 i和项目 j有关系 r, 于
是 r是 S1和 S2的关系, 而 r对应的关系矩阵记为 Q, 
Q= (qij), 这是一个 0-1 矩阵, 称为属性与项目的关
联阵(incidence matrix), 由于 Q的元素仅取 0、1, 故
它是一个布尔矩阵[3].  

属性之间可能存在层级 (hierarchy)关系, 比如
要掌握多位数整数乘法(A), 必须掌握个位数的乘法
(B)、数位的概念(C)和加法(D), B、C、D就是 A的先
决(prerequisite)属性. 定义在属性集合上的先决关系是
一个偏序(partial order)关系, 即自反、反对称、传递.  

若 A 是 B 的先决属性, 且不存在既不等于 A、

又不等于 B的属性 C, 使得 A是 C的先决属性, C是
B 的先决属性, 则称 A 是 B 的直接先决(immediate 
prerequisite). 实际上 A 是 B 的直接先决, 即 B 盖住
A[4]. 而盖住关系是反自反、反对称和反传递的. 属
性集合上的盖住关系矩阵, 实际上是属性的邻接阵. 
通过对这个邻接阵的行或列进行交换变换(即左乘
或右乘一个交换矩阵), 总可以使这个邻接阵变成上
三角阵. 记邻接阵为 A. 而由 A与同阶单位阵 I的和
为 A+I, 通过 Warshall 算法[4]可得可达阵 R 或令
B=A+I, 然后计算 B 的正整数次幂 Bt, 且令 Bt中非

零元为 1, 仍记为 Bt, 直到 Bt=Bt+1, 此时 R=Bt. 用这
种方法也可以获得可达阵 R[3]. 可达阵的列表示了
属性之间直接或间接的关系. 且由上述算法及上三角
阵之积仍为上三角阵, 知R的行列式为1, 故R非奇异. 
为了便于引用, 本文将这个结果写成如下引理. 

引理 1  可达矩阵 R的行列式为 1, 故 R为非奇
异阵.  

如果一个项目包含的属性符合给定的层级关系, 
则称这个项目为有效项目(valid item), 否则为无效
项目[5]. 设欲诊断的范围内包含 K 个属性, 属性之
间的层级关系记为 H, 设由 H 可以产生 T 个潜在项
目类(包含的属性完全相同的所有项目构成一个项
目类 ). 杨淑群等 [6]定义属性层级关系疏离程度

d=T/(2K−1), 而 c=1−d 为这个层级关系的紧密程度. 
显然, 疏离程度最大是独立型结构, 这时 d=1而 c=0; 
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而疏离程度最小的是线性型, 这时 d=K/(2K−1)而 c= 
1−K/(2K−1). 由定义可知, 疏离程度越大, 有效项目
类越多, 最多有(2K−1)类, 而疏离程度越小, 有效项
目类越少, 最少仅有 K类.  

1.1  潜在 Q矩阵和学生 Q矩阵 
给定属性及层级关系, 可导出邻接阵 A 和可达

阵 R, 而由 R 至少有如下 3 种方法可以导出所有可

能的(潜在的)项目类.  

第 1种方法是 K.K. Tatsuoka给出的缩减法[3, 7], 

即由 K 个属性, 可以导出(2K−1)个非零的 K 维 0-1

向量, 从这些向量中删除与可达阵 R 规定的层级关

系不符合的列, 便导出缩减矩阵 Qr.  

第 2种方法是扩张算法[6, 8-9]. 令Q R⇐ , 1j ⇐ , 

从Q的第 j列开始, 与Q的其他列分别作布尔加, 若

生成的向量与 Q中已有向量不同, 则添加到 Q的右

边, 即 Q 进行了扩张, 扩张后的 Q 阵仍记为 Q; 然

后 1j j⇐ + , 若 j≤k, 则重复上面的步骤, 否则终止.  

第 3 种方法是渐进式扩张算法[10]. 将 R 按列剖

分, 即 R=(r1, r2, ⋯, rK); 1r⇐Q ; 2j ⇐ , 第 1 步, 

{ }jr⇐ ∪Q Q , 且将 rj放在 Q的最右边, 然后, rj与 Q

中所有列作布尔并, 将新增列植入 Q 中; 第 2 步, 

1j j⇐ + ; 第 3步, 若 j≤k, 则转第 1步, 否则结束.  

第 2、第 3种方法表明 Q中的列均可以由 R的

列的布尔并导出 , 关于这一点 , 杨淑群等 [5]做了严

格的证明.  

3 个算法获得的 Q 均相同 . 它的列表示潜在

(potential)项目类, 故记 Q为 Qp.  

然而, 2个扩张算法均以可达阵 R为基础, 如果

由测验提取出一个测验 Q阵(记为 Qt), 以 Qt为基础

进行扩张, 不一定能够将所有潜在项目类都挖掘出

来. 下一个例子说明了这一点.  

例 1  设
1 0 1
1 1 0
0 1 1

t
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Q , 依照 K.K. Tatsuoka介

绍的 Qt 的行的逐对比较方法[3, 7], 得知这 3 个属性

之间均不存在先决关系, 即 3 个属性是独立的, 于

是对应的可达阵 R为 3 阶单位阵 I. 分别对 Qt进行

形式上的扩张和对 R进行扩张, 有 

1

1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 1

pt Q
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= → =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    Q , 

1 0 0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 1 1 1

p

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= → =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                R Q . 

可见对 Qt 进行的扩张所获得的仅仅是潜在项目
类的一部分. 然而如果Qt中有一个子矩阵是R, 则由
Qt能够扩张出所有潜在项目类. 若可达阵 R为 Qt的
子矩阵, 这种 Qt称为充要 Q阵, 参见文献[11-12].  

1.2  知识状态与项目中属性向量位于同一度量系统 
如前所述, 目前不少文献称 Q 为属性与项目关

联阵[2-3, 7], 但事实上, 定义在属性集和被试知识状
态(knowledge state)集的关系对应的关系矩阵, 恰恰
可以由Qp再添加一个零列表达, 这里记之为学生Q
阵, 简写成 Qs, Qs中这个零列表示对所测属性一无
所知的被试的知识状态.  

强调 Qs与 Qp之间的关系是十分必要的. 众所
周知 , 在单维项目反应理论 (IRT)中 , 被试能力参
数与项目难度参数位于同一量尺上 , 即在数轴上 . 
数轴上任何 2 个点是可以比较的, 它们是全序集即
线序集. 而认知诊断中, 被试的知识状态是一个多
维向量, 且每个分量仅取 0 和 1, 这与项目所含属
性相同, 故可以说被试知识状态与项目属性向量是
位于同一度量系统的, 它们之间的序关系都是偏序
关系[4].  

这清楚地解释了计算机化自适应诊断测验

(CD-CAT)的“自适应”的含义, 对于 CD-CAT 选题策
略的制订及项目属性在线辅助标定, 特别是汪文义
等[13]提出的交差方法, 提供了理论基础. 注意偏序
关系并不是所有的点都可以比较, 这和全序集不同.  

2  Q 矩阵理论的补充— Qt 的设计 

K.K. Tatsuoka[7]p 328对自己的 Q 矩阵理论清晰

的表达如下: Hence, the first part of the rule space meth-

odology is devoted to determining unobservable knowl-

edge states and representing them by observable item 

response patterns (called Q-matrix theory).  
即 Q矩阵理论欲确定不可直接观察的知识状态, 

并且用可以直接得到的观察反应模式表示这些知识

状态.  

K.K. Tatsuoka[3, 7]的 Q 矩阵理论中一些内容有

误, 丁树良等[8-9]给出修正,对 Q 矩阵理论进行了补

充和拓展[11-12]. Q 矩阵理论一项重要任务是要用观
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察反应模式表示不可以直接观察的被试的知识状态. 

注意到期望反应模式可以由知识状态和测验蓝图

(Qt)表示 , 认知诊断中认知诊断模型通常是期望反

应模式和观察反应的函数, 而给定 Qt, 期望反应模

式完全由知识状态决定, 从而认知诊断模型根据观

察反应模式给出对应的知识状态. 这里测验蓝图 Qt

的构造十分重要. 试想一下, 如果多个知识状态对

应同一个期望反应模式, 认知诊断模型就没有办法

将这些知识状态区分开来, 判准率自然不高.  
测验 Q阵(记为 Qt)是 Qp的子矩阵. 给出 Qt和

Qs, 则可以计算出由 Qt 确定的期望反应矩阵. 实际
上, 期望反应有多种等价的计算公式, 比如对于 Qs
中任一列 α(它代表一类被试的知识状态), 分别和
Qt 中每一列向量相减, 为确切起见, 比如第 j 列 qj, 
如果差向量 α−qj中每个分量均非负, 则该被试在项
目 j上的期望反应为正确, 即得 1分, 否则为 0分[8-9]. 
但是对例 1 中的 Qt, 所有至多包含 1 个非零元的知
识状态一共有 4 个, 它们的期望反应模式均为(0, 0, 
0). 这时判准率很可能比较低 . 以下试分析判准率
比较低的原因. 比如 K.K. Tatsuoka的规则空间模型
[3]中, 其判别分类的类中心的个数由期望反应模式
的个数决定; J.P. Leighton 等[2]的属性层级模型, 也
是将观察反应模式与期望反应模式作某种形式的比

对, 并将观察反应模式归类为与之“最相似”的期望
反应模式; 事实上 DINA 模型中也要计算期望反应
(在 DINA 模型中称之为潜在反应变量 , latent re-
sponse variables[14]), 也是给出一个规则将观察反应
模式归类为某个期望反应模式对应的知识状态. 由
此可知, 如果 Qt给出的期望反应模式的数目少于知
识状态的数目, 对于诊断判别的准确率一定有负面
影响.  

因此讨论 Qt的构造, 使得期望反应模式数与 Qt
中的列数能够尽量接近, 甚至相等, 这是一个重要的
研究课题. 对于 0-1评分模式, 有如下的定理[11-12]. 

定理1  若采用 0-1评分方式且属性对认知任务
所起的作用是非补偿连接的, 则期望反应模式集合
与知识状态集合建立起双射(bijective)的充分必要条
件是可达阵 R是 Qt的子矩阵.  

而对于多级评分的 Qt 应该如何设计呢？如果
对于多级评分的认知诊断, 采用 K.K. Tatsuoka[7]、祝

玉芳等 [15]或田伟等 [16]提到的期望得分的计算方法, 
即如果掌握项目中属性个数等于对该项目的期望反

应得分, 即被试掌握了测验项目中任一个属性便得
1 分, 这时, 只要 Qt 满行秩就可以使不同知识状态
对应不同的期望反应模式. 因为这种计算期望得分
的原则, 实际上等于被试知识状态的转置左乘 Qt. 
根据齐次线性方程组有唯一解的充要条件, 只要 Qt
的转置满列秩(即Qt本身满行秩)即可,将这一结果记
为如下的定理. 

定理 2  如果属性没有补偿作用, 给定测验 Q
阵 Qt, 任取 Qs中一列 α, 若期望反应的评分方式是
αT Qt, 则只要 Qt满行秩, 知识状态集合与期望反应
模式集合之间就建立了入射.  

证  设 α 和 β 为 Qs 中任意 2 个不同的列. 当
Qt满行秩时, 则(α−β)T Qt≠0, 否则 Qt T (α−β)=0, 由
Qt T列满秩, 知(α−β)=0, 与 α≠β矛盾.  

此即若 Qt 满行秩, 则 α≠β, 知 α 和 β 对应的期
望反应模式不同. 即 Qt是由知识状态集合到期望反
应模式集合的入射.  

由引理 1和定理 2, 有如下的推论.  
推论 1  若采用定理 2 中所说的计算期望得分

方式, 则 R为 Qt的子矩阵, 必可以使不同的知识状
态对应不同的期望反应模式.  

若 R为 Qt的子矩阵则称 Qt为充要 Q阵[11-12].  
例 2  对于例 1中的 Qt和 Qs, 如采用定理 2中

计算期望反应的方式, 则学生 Q阵 Qs中 8个知识状
态在 Qt下对应 8种不同的期望反应模式.  

例 3  设属性数 K=3且属性层级为独立型结构. 

令

1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 1 1

t
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

     Q , 显然, Qt 的秩等于 2, 而 2个

不同的知识状态 α1=(0 0 1)与 α2=(1 1 0)对应相同的
期望反应模式(1111).  

3  讨论 

3.1  Qt应该如何修正 
项目中属性的准确标定对于认知诊断是一件至

关重要的事情. 表面上这只是 Q 矩阵的事, 但是如
前所述, 它和 Q 矩阵理论相关. 一般来说, 项目中
属性的标定是一件花销很大而又容易出错的事情 .
陈平等[17-18]和汪文义等[13]提出在线项目属性辅助标

定的方法, 以减轻专家的工作压力. 但不论是人工
标定, 还是机器辅助标定, 总还可能出错. 汪文义[1]

认为项目属性标定是一个“不断反复的复杂过程”, 
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这意味着这件工作要不断修正才可能逐步完善. 国
内外都有专家讨论如何修正 Q 阵的问题[19-20]. 涂冬
波等[20]的研究思路是清晰的, 他们根据 DINA 模型
中 项 目 参 数 的 统 计 意 义 提 出 修 改 Q 
矩阵的方案. DINA 模型中项目 j 包含 2 个参数: 失
误参数 sj和猜测参数 gj, 通俗地说, 掌握了项目 j中
所有属性的被试(共 Mj人)分成 2 类：对项目 j 正确
作答(有MCj人)和错误作答(有MWj人); 未掌握项目
j 中所有属性的被试(共 Nj人)也分成 2 类, 对 j 错误
作答(有 NWj人)和正确作答(共 NCj人). 而 sj是掌握

了项目 j中所有属性而错误作答的概率, gj是未掌握

项目 j 中所有属性而正确作答的概率. 通常情况下, 
sj、gj都不应该太大, 且 1−sj>gj. 但是如果正确作答
项目 j 必须掌握属性 Ai而 qij=0, 即命题专家认为该
项目中未测属性 Ai, 由于该项目未标注正确回答需
要属性 Ai, 结果纵使掌握了专家标注的项目 j 中所
有属性(除 Ai外)的被试很难做对项目 j, 故使得该项
目的失误率变大, 即 MWj/Mj变大.  

相反, 如果对项目 j 的正确作答不需要属性 Ai, 
但专家在 Q 阵中标注 qij=1, 这时属性 Ai只是项目 j
的一个冗余属性, 真实作答反应时掌握了项目 j 中
的属性但未掌握 Ai的被试也可以对 j进行正确反应, 
这表面上是 j的猜测率高, 即(NCj/Nj)比较大.  

涂冬波等认为, 如果 gj 过大, 且掌握该项目中
某个属性 k 与未掌握属性 k 的被试答对该项目的比
例无显著差异, 则说明该项目中 k 是冗余属性, 从
而 qkj=1可以改为 qkj=0; 同样道理, 如果 sj过大, 且
掌握与未掌握该项目中属性 k 的被试答对该项目比
例有显著差异, 则该项目中属性 k 很可能漏标, 因
而应将 Qt中 qkj=0改为 qkj=1. 

该文章中给出Qt阵修改的伽玛(γ)方法, 想法很
直观 , 构思较巧妙 . 但是在真正的修正过程中 , 其
逻辑上有一点问题. 因为对于真实的得分数据和 Qt
阵(记为 Qt (0)), 可以估计被试的知识状态, 在此基
础之上, 才可以认定那些被试掌握了些什么样的属
性, 缺少什么样的属性, 而这些知识状态估计基础
是原始的 Qt (0), 现在修改了 Qt (0), 变成了 Qt (1), 是
否应该重新估计被试的知识状态呢？所以伽玛方法

应该是一个不断迭代的过程, 直到 Qt不必修正为止. 
另外, 涂冬波等[20]的修正方案中, 知识状态的比较
准确的估计是十分重要的. 而知识状态的准确估计
不仅与估计的方法(这和选择的认知诊断模型有关)、
测验的长度、试题的质量等相关, 而且还和前面讨

论的 Qt 的构造有关. 所以 Qt 的修正实际上还要综
合各种因素, 通盘进行考虑, 才可能获得比较好的
结果.  

另外, Qt 的修正是否可以使用其他认知诊断模
型而不使用 DINA 模型进行修正？可否用 MWj/Mj

和NCj/Nj指标来修正？即使得对Qt的修正这件事情
和认知诊断模型无关(model-free), 而只和给定的 Qt, 
Qs 以及观察反应数据有关. 这些都有待进一步深入
探索.  
3.2  认知诊断模型和多维项目反应模型的应用 

认知诊断评估对于形成性评估特别合适, 因为
这 里 涉 及 到 的 范 围 较 小 , 属 性 较 少 且 粒 度
(granularity)可以较小. 由于属性较少从而所使用的
项目也可以比较少，进而认知诊断模型中未知参数

不至于过多. 但是对于终结性评估, 比如学年测验, 
甚至是高校招生考试, 涉及的属性太多, 所以往往
用能力而不是属性来标注 Q 阵. 比如高考数学学科
试卷对于能力的考核有着明确的要求, 以 2010年教
育部考试中心颁布的《普通高等学校招生全国统一

考试大纲》(理科·课程标准实验·2010年版)为例, 明
确规定数学学科试卷考核的能力要求包括 7 项: 运
算求解能力、推理论证能力、应用意识、数据处理

能力、空间想象能力、创新意识以及抽象概括能力. 
能力的粒度当然比属性粒度更粗. 这里用通常的认
知诊断模型进行数据诊断分析似乎不妥, 不如使用
多维项目反应模型进行分析, 可能更加合适.  

本文讨论了认知诊断中 Q矩阵和 Q矩阵理论中
的几个论题. 强调 Q 矩阵不仅仅是属性与项目的关
联阵, 而且是属性与知识状态的关联阵. 这 2 个方
面的意义使得项目和知识状态可以处于相同的度量

系统, 从而为计算机化自适应认知诊断测验的选题
策略的制定提供理论依据. 为了使观察反应模式更
好地表达不可直接观察的知识状态, 对认知诊断测
验的设计有很高的要求. 本文讨论了测验 Q 阵的设
计, 特别是在 0-1评分和多级评分情况下, 建立知识
状态和期望反应模式的双射与 Qt设计的关系, 同时
还讨论了如何通过观察反应模式对 Qt 修正的问题, 
以及探讨了认知诊断测验与多维项目反应模型的应

用等问题.  
当然这里的想法还没有进行实证研究, 也没有

Monte Carlo模拟研究. 有的探索也很粗浅, 比如多维
项目反应理论与认知诊断的关系, 比如定理 2 中多级
评分认知诊断测验的设计的讨论, 只给出了一个充分
条件, 它是否为必要条件?再如 Qt 是否可以不使用
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DINA 模型而进行修正？即可否用 MWj/Mj 和 NCj/Nj

指标来修正？这些都有待进一步深入探索.  
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Q Matrix and Q Matrix Theory in Cognitive Diagnosis 
DING Shu-liang, WANG Wen-yi, LUO Fen 

(College of Computer Information and Engineering, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: Q matrix and Q matrix theory are easy confusable. The difference between them is emphasized and the 
complement of Q matrix theory is given in this note. Especially, how to design the blueprint for the cognitive di-
agnosis with the 0-1 scoring or polytomous scoring is discussed. Moreover, there is a scheme for modification of 
the test Q matrix and an idea of how to use the multidimensional item response model to analyze the data with large 
granularity of the attributes in the part of discussion of the note.  
Key words: Q matrix; Q matrix theory; cognitive diagnosis with polytomous scoring; multidimensional item re-
sponse model 
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