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一类亚纯系数高阶线性微分方程解的增长性 
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摘要: 运用Nevanlinna值分布的理论和方法, 研究了微分方程 ( )1( )
1 1 0( 2)kk

kf A f A f Af k−
− ′+ + + + =" ≥ 解的

增长性 , 其中 (1 1),jA j k A−≤ ≤ 为亚纯函数 , 假设 A 是以 ∞ 为亏值的超越亚纯函数 , 通过给定
(1 1)jA j k −≤ ≤ 的不同条件, 证明了齐次线性微分方程的任一非零解均为无穷级． 
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0  引言与结果 

本文使用 Nevanlinna 值分布理论的标准记号[1-2], 

用 ( , )T r f 表示亚纯函数 ( )f z 的特征函数 , 用 ( )fρ

和 ( )fμ 分别表示亚纯函数 ( )f z 的级与下级 , 用

( , )Aδ ∞ 表示函数 A在∞的亏量等. 

关于高阶线性微分方程 

 ( )1( )
1 1 0kk

kf A f A f Af−
− ′+ + + + =" ,  (1) 

陈宗煊于 1996年在文献 [3]中, 证明了以下定理． 

定理 A  设 1 1, , , kA A A −" 是整函数, 并假设下面

的(i)或(ii)成立: 

(i) ( ) ( )jA Aρ ρ< < ∞ ( 1, 2, , 1)j k= −" ; 

(ii) A 是有限级整函数 , 1 1, , kA A −" 是多项式 , 

那么微分方程(1)的所有非零解具有无穷级． 

自然会问: 当 (1 1)jA j k −≤ ≤ , ( )A z 为亚纯函

数时方程(1)是否也有相同的结论 . 但是 ,若只是单

纯地控制 ( ) ( )jA Aρ ρ< , 不能保证方程(1)的所有非

零解具有无穷级. 

例 如 ( ) e / sinzf z z= 满 足 方 程 2f f′′ ′− −  
22cot zf = 0,  但 ( )fρ < +∞ . 

最近, Wu Pengcheng等在文献 [4]中讨论了亚纯

系数 2阶线性微分方程 

 ( ) ( ) 0f A z f B z f′′ ′+ + =  (2) 

解的增长性, 证明了: 当 ( )A z 是满足 Edrei-Fuchs 不

等式的极端情况的有限级亚纯函数 , ( )B z 是以 ∞为

亏值的超越亚纯函数时, 能保证方程(2)的所有非零
解具有无穷级. 具体结果叙述如下. 

定理B  设 ( )A z 是满足 Edrei-Fuchs不等式的极

端情况的有限级亚纯函数 , ( )B z 是以 ∞为亏值的超

越亚纯函数, 则方程(2)的任一非零解均为无穷级． 

关于定理 B中提到的 Edrei-Fuchs不等式的极端

情况说明如下． 

首先引入记号 

( ) { }1 2 1 2, , : arg ,r z z z rΩ θ θ θ θ= < < <  

和  

( ) { }1 2 1 2, , : arg ,r z z z rΩ θ θ θ θ= ≤ ≤ ≤ . 

定理 C[5]  设 ( )f z 为开平面上的亚纯函数 , 

0 ( )fρ< < ∞ , ( )kΔ θ 1 2( 1,2, , ;0k p θ θ= < < <" "≤  

1 1, 2π)p pθ θ θ+ = + 是 Z 平面上的 p条半直线, 并且对

于任意小的数 0ε > , 有 

( )1
1

lim log , , , log
p

k kr k
n r f X rΩ θ ε θ ε+

+
→∞ =

⎧ ⎫⎪ + − = <⎨ ⎬
⎪ ⎭⎩
∪  

       ( ) 0, ,f Xρ = ∞   

如果 ( )f z 的非零有穷亏值数为 q , 则 q p≤ . 

为简便起见 , 称定理 C 中的不等式 q p≤ 为

Edrei-Fuchs不等式, 定理 B中 ( )A z 满足 Edrei-Fuchs

不等式的极端情况是指当 p q= 时的特殊情况. 
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本文利用函数的亏值和控制条件 ( ) ( )jA Aρ ρ<

研究了高阶方程(1)在系数为亚纯函数时解的增长级
问题, 证明了下面的定理． 

定理 1  假设 (1 1)jA j k −≤ ≤ 均为仅有有限个

极点的亚纯函数, ( )A z 为以 ∞为亏值的超越亚纯函

数, 若 ( ) ( )(1 1)jA A j kρ ρ< −≤ ≤ , 则方程(1)的任一

非零解均为无穷级． 
进一步讨论了当方程(1)的某个系数 (1sA s≤ ≤  

1)k − 不满足定理 1中 ( ) ( )jA Aρ ρ< 条件, 但 ( )sA z 满

足 Edrei-Fuchs不等式的特殊情况时方程解的增长性, 
得到了相同的结论． 

定理 2  假设 A , 1 1, , , ,s kA A A −" " (1 1)s k −≤ ≤

为亚纯函数, 满足下面 3个条件: 
(i) 存在某个 (1 1)s s k −≤ ≤ , sA 满足 Edrei- 

Fuchs不等式的极端情况; 
(ii) 对任一 j s≠ , 有 ( ) ( )jA Aρ ρ<  , jA ( 1,j =  

2, ," 1, 1, , 1)s s k− + −" 仅有有限个极点; 

(iii) A是以 ∞为亏值的超越亚纯函数, 则方程
(1)的任一非零解均为无穷级． 

1  引理 

为了证明定理, 还需要下面的相关记号和引理. 

对于 (0, )E ⊂ ∞ , 用 ( ) d
E

m E t= ∫ 表示 E 的测度, 

而 ( ) d /l E
m E t t= ∫ 则表示 E 的对数测度. (1, )E ⊂ ∞ 的

上、下对数密度分别定义为  

[ ]( )log dens lim 0, loglr
E m E r r

→∞
= ∩  

和 

[ ]( )log dens lim 0, logl
r

E m E r r
→∞

= ∩ . 

引理 1[6]  设 ( )zω 是开平面上的有限 ρ 级超越

亚纯函数 , 1 1 2 2{( , ), ( , ), ,k j k jΓ = " ( , )}m mk j 是由不

同整函数对组成的有限集 , 满足 0,i ik j i> =≥  

1, , m" , 又设 0ε > 是给定的常数, 则 
(i) 存在零测度集 1 [0,2π)E ⊂ , 使得如果 0ψ ∈  

1[0,2π) \ E , 则存在常数 0 0 0( ) 0R R ψ= > , 对满足

0arg z ψ= 及 0z R≥ 和所有 ( , )k j Γ∈ , 都有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1k jk jz z z ρ εω ω − − +
≤ ; (3) 

(ii) 存在对数测度为有限的集合 2 (1, )E ⊂ ∞ , 使

得满足 2 [0,1]z E∉ ∪ 的所有 z 及对所有 ( , )k j Γ∈ ,  

有(3)式成立; 

(iii) 存在测度有限的集合 3 (0, )E ⊂ ∞ , 使得对

满足 3z E∉ 的所有 z及对所有 ( , )k j Γ∈ , 都有 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )k jk jz z z ρ εω ω − +

≤ . 

引理 2  设 ( )A z 为亚纯函数 0 ( )Aρ< < ∞ , 对任

意给定实数 0c > 和 ( )( )H A Hρ < 存在 1 个集合

(0, )E ⊂ ∞ 使得 ( )log dens 1E A Hρ−≥ 及 

( ) ( ){ }| e , e ,c kE t T t A T t A= ≤  

成立, 其中 .k cH=           
引理 3  设 ( )A z 为亚纯函数 , ( )0 Aρ< < ∞ , 且

有 p个非零有限亏值 : 1 2, , , ( 1)pa a a p" ≥ ; ( )B z 是

以 ∞ 为亏值的有限级超越亚纯函数 .假设 1β > 和

( )0 Aη ρ< < 是 2个常数, 则存在序列 }{ nt 使得 

( )lim , 0n nn
t T t Aη

→∞
= , 

而且对每一个充分大的n , 存在集合 ( ), 1n n nF t tβ⎡ ⎤⊂ +⎣ ⎦ , 

( )nm F ≤ ( 1) / 4ntβ − , 使得对所有的 R∈ , \n n nt t Fβ⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

关于θ的值域 ( )vE R ( 1,2, ,v p= " )和 ( )E R∞ 的 2 个

不等式 

( )( ) [ ) ( )( )i0, 2π log 1 ev vm E R m A R aθθ⎛⎧= ∈ −⎨⎜⎩⎝
≥  

 ( ) }0 1, / 4 0T R A Mδ ⎞ >⎟
⎠
≥  (4) 

和 

( )( ) [ ) ( ){ i0, 2π log em E R m B R θθ∞
⎛= ∈⎜
⎝

≥  

 ( ) }1 2, / 4 0T R B Mδ ⎞ >⎟
⎠
≥  (5) 

同时成立 ,其中 1M , 2M 是 2 个只与 0, ,A B δ =  

( )
1
min ,vv p

a Aδ
≤ ≤

, ( )1 , Bδ δ= ∞ , β 和η有关的正常数. 

引理 4  设 ( )f z 为开平面上的亚纯函数 , 0 <  
( )fρ < ∞ , 并满足条件 

(i) 在 ( )( ), 0 πΩ θ θ θ− < ≤ 上, 有 

( ) }{
( )

lim log , , , log

, 0, ;
r

n r f X r

f X

Ω θ θ

λ ρ

+

→∞
− =

< < +∞ = ∞

≤
 

(ii) 对于取定的某个数 ε , 0 ε θ< < , 存在序列

}{ nR , 使得集合 

{
}

log(1 ( ) )

, arg

n n

n

E z f z a N

z R zθ ε θ ε

= −

= − + −

≥

≤ ≤
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的线性测度 ( )mes /2n nE Rα α ε≥ ≥ , 其中 a是 1 个

不为 0和 ∞的复数, 0nN > 是 1个实数, 且有              

( ){ }0 0
2 1 2 2

6 2( ) 3 / 2 1lim log 0n n n n nr
R R R R N

λ η θ λ η+ + + π + −

→+∞
= , 

其中 0 0η > 是某个取定的实数, 以及
1 2n n nR R R≤ ≤ , 

( )
1nR n→∞ →∞ . 

在上述假定之下 , 只要 n 足够大 , 则对于

( )1 2
, , ,n nR RΩ θ ε θ ε− + − 上且在一些圆 ( )γ 外的点 z

有  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 1

6 3π /

1log

, ,
,

log , , n n n
n n

f z a

H
R R N

L R R J
θα ε θ

θ α ε θ
+

−

+

≥

 

其中 ( )γ 的半径和不超过
1

8nRε , ( )γ 所含圆的个数
为有穷 , 但依赖于值 n ; ( ), , 0H α ε θ > 和 0 ( ,J α<  

, )ε θ < +∞是依赖于 , ,α ε θ 且与 n无关的常数, 以及
0 ( )L θ< < +∞是依赖于θ且与 n无关的常数. 
引理 5  令 ( )A z 为开平面上的亚纯函数 , 0 <  

( )Aρ < ∞ , 满足下面 2个条件: 

(i) ( )A z 有 p 个非零有限亏值 : 1 2, , , pa a a"  

( 1)p≥ ; 
(ii) ( )A z 有 p 条 从 原 点 出 发 的 半 直 线 : 

( )kΔ θ ( 1,2, , ;k p= " 1 2 1 10 ,p pθ θ θ θ θ+< < < = +"≤

)2π 并且对于任意小的数 0η > , 有 

( )

( )

1
1

lim log , , , log

, 0, ,

p

k kr k
n r A X r

A X

Ω θ η θ η

ρ

+
+

→∞ =

⎧ ⎫⎪ + − = <⎨ ⎬
⎪ ⎭⎩
= ∞

∪
  

则存在 1 个新的排序
1 2
, , ,

pk k kθ θ θ" ,使得对任意给定

的 0ε > , 当 n 充分大时 , 对每个角域 (
vkΩ θ +  

12 ,
vkε θ + − 2 , , ),n nt tε β 1,2, ,v p= " , 都存在唯一的 1

个 亏 值 va , 使 得 ( 12 , 2 , ,
v vk k n nz t tΩ θ ε θ ε β+∈ + − \ 

( )
1

p

v n
v

γ
=
∪ 时, 有不等式 

 ( )( )log 1 log(4 / )vA z a d− > , 1, 2, ,v p= "   (6) 

成立, 其中 ( )
1

p

v n
v

γ
=
∪ 是引理 4 定义的半径和不超过

/ 8np tε 的圆列 , 而 ,n nt tβ 由引理 3 所定义 , d =  

{ }
1

min v vv v p
a a ′

′≠
−

≤ ≤
. 

注 1  为了方便理解, 引理 5在表达上与原文有

所改变, 但不改变原文含义. 

2  定理的证明 

定理 1 的证明  (i) 假设 f 是方程(1)的非零超

越亚纯解且满足 ( )fρ < ∞ , 下面来推出矛盾． 

由方程(1), 有 

 
( ) ( )1

1

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

k jk

j
j

f z f zA z A z
f z f z

−

=
+∑≤ .  (7) 

由引理 1(ⅲ), 存在测度有限的集合 1 (0, )E ⊂ ∞ ,

并满足 1( )m E < +∞ , 当 1 [0,1]z E∉ ∪ 时, 有  

 ( ) ( )( )( ) ( ) k fjf z f z z ρ ε+
≤ , 1 j k≤ ≤ .  (8) 

由引理 3 的证明过程知道, 对函数 ( )A z , 存在

一闭区间序列 }{ ,n nt tβ⎡ ⎤⎣ ⎦ , nt →∞ , 1n nt tβ+ > 和圆列

( )( ) ( ){ }1 1 n
n

z z tγ β⊂ +≤ , 其中 ( )( )1

n
γ 的半径和不

超过 ( 1) / 8ntβ − , 使得当 n充分大时, ,n n nR t tβ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦且

( )( )1
n

n
R γ∉ , 有 

( )( ) [ ) ( ){ i0, 2π log en nm E R m A R θθ∞
⎛= ∈⎜
⎝

≥  

 ( ) }1 2, 4 0.nT R A Mδ ⎞ >⎟
⎠
≥  (9) 

令 1 1 0max{ ( ), , ( )} ( )kA A Aρ ρ ρ ρ− = <" , 则存在

( )1 00 ( ) 2Aε ρ ρ< < − , 由于 ( )1 1jA j k −≤ ≤ 只有

有限个极点 , 则存在足够大
0nR 使得

0nz R≤ 包含

( )1 1jA j k −≤ ≤ 的所有极点. 

由于对
0nr R≥ , 有      

0( ) lim log log ( , ) logj jr
A M r A rρ ρ

→∞
= ≤ , 

其中 ( , ) max .j jz r
M r A A

=
= 对给定的 0<ε1<(ρ(A)− ρ0)/2,  

∃ { } ( ), 1, \ [0,1] ,n n n n nR R R t t Eβ′ ′ ⎡ ⎤∈ ∈ ⎣ ⎦ ∪ nR ′ >
0nR , 有 

0 1 1log log ( , ) log ( )n j nM R A R Aρ ε ρ ε′ ′ < + < − . 

由此可得 

 1( )i( e ) exp{ }A
j n nA R R ρ εθ −′ ′< , [0,2π)θ ∈ .  (10) 

取 ( )n nE Rϕ ∞∈ , 由(7)~(10)式可知 

 
( )( )

( ) 1

i
1

( ) ( )

exp , 4 ( e )

[1 ( 1)exp{ }].

n
n n

k f A
n

T R A A R

z k R

ϕ

ρ ε ρ ε

δ

+ −

′ ′ <

′+ −

≤
 

(11)
 

对(11)式两边同时取 2次对数再除以 log nR ′ , 当
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n充分大时, 显然有 

1( ) ( )A Aρ ρ ε< − . 

矛盾. 

(ii) 若 f 是方程(1)的非零有理解 , 则由(7)式 , 

(9)式和(10)式也可得出矛盾, 综合(i)、(ii), 定理 1

得证. 

定理 2 的证明  假设 sA 有 p个非零有限亏值 1,a  

2 , , ( 1)pa a p" ≥ 和 p 条 从 原 点 出 发 的 半 直 线

( )kΔ θ ( 1,2, , ;k p= " 1 20 ,pθ θ θ< < <"≤ 1 1pθ θ+ = +  

)2π 并且对于任意小的数 0ε > , 有 

( )

( )

1
1

lim log , , , log

, 0, .

p

k k sr k

s

n r A X r

A X

Ω θ ε θ ε

ρ

+
+

→∞ =

⎧ ⎫⎪ + − = <⎨ ⎬
⎪ ⎭⎩
= ∞

∪
 

(i) 假设 f 是方程(1)的非零超越亚纯解且满足

( )fρ < ∞ , 下面来推出矛盾. 由方程(1), 有 

 

( )

( )

( )1

1

( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ( ) ) 1 ,
( )

k jk

j
j
j s

s

s v v

f z f zA z A z
f z f z

f z A z a a v p
f z

−

=
≠

+ +

− +

∑≤

≤ ≤

 

(12)

 

由引理1(iii), 存在测度有限的集合 1 (0, )E ⊂ ∞ , 并满

足 1( )m E < +∞ , 当 1 [0,1]z E∉ ∪ 时, 有(8)式 
( ) ( )( )( ) ( ) k fjf z f z z ρ ε+

≤ , 1 j k≤ ≤  

成立. 
由引理 3 的证明过程知道, 存在一闭区间序列

}{ ,n nt tβ⎡ ⎤⎣ ⎦ , nt →∞ , 1n nt tβ+ > 和 圆 列 ( )( )1

n
γ ⊂  

( ){ }1 nz tβ +≤ , 其中 ( )( )1

n
γ 半径和不超过 (β −  

1) / 8nt , 使得当 n充分大, ,n n nR t tβ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦时, 有(4)~(5)

式, 即 

( )( ) [ ) ( )( )i0, 2π log 1 ev n s n vm E R m A R aθθ⎛⎧= ∈ −⎨⎜⎩⎝
≥  

( )0 1, 4 0n sT R A Mδ
⎞⎫⎪⎟ >⎬⎟⎪⎭⎠
≥  

和 

( )( ) [ ) ( ){ i0, 2π log en nm E R m A R θθ∞
⎛= ∈⎜
⎝

≥  

( ) }1 2, 4 0nT R A Mδ ⎞ >⎟
⎠
≥  

同时成立. 

令 ω = ( )11
min ,k kk v

θ θ+ −
≤ ≤

{2 10 min / 8 ,M pε< <  

}2 / 8 , / 2, ( 1) / 2M p pω β − , 则对每个集合 ( vkΩ θ +  

)2 1 22 , 2 , ,
vk n nt tε θ ε β+ − 应用引理 5知, 存在唯一亏值

va . 

进一步可知 , ∃ 0 0n > , 选取 , \n n nR t tβ∗ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

( )1 [0,1]E ∪ 使得对每一个当 0n n≥ 时, 有 

{ } ( ) ( )1

1
:

p

n v nn v
z z R γ γ∗

=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= = ∅⎨ ⎜ ⎟⎬
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∩ ∪ ∪ , 

其 中 ( )
1

p

v n
v

γ
=
∪ 是 一 些 半 径 和 不 超 过 2 / 8np tε <  

( 1) /16ntβ − 的圆 . 因此由引理 5 和 (6)式知 , 当

1 0 ,n n n≥ ≥  

( )i
2 1 2

1
e 2 , 2 , ,

v v

p

n k k n n
v

R t tϕ Ω θ ε θ ε β∗
+

=
∈ + −∪ 时, 有 

( )( )ilog 1 e log(4 / )n vA R a dϕ∗ − > , 1, 2, ,v p= " .  (13) 

另一方面, 从引理 3的证明知, 对于序列 { }nR ∗ , 

当 n充分大时, 有 

( )( ) [ ) ( ){ i0, 2π log en nm E R m A R θθ∗ ∗
∞

⎛= ∈⎜
⎝

≥  

 ( ) }1 2, 4 0nT R A Mδ ∗ ⎞ >⎟
⎠
≥  (14) 

成立. 

因此存在集合 ( )
0 02 1 22 , 2

v vn k kE R θ ε θ ε∗
∞ +

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦∩  

( )0
1 vk p≤ ≤ 使得 

( )( )0 02 1 2 22 , 2 2
v vn k km E R M pθ ε θ ε∗

∞ +
⎡ ⎤+ −⎣ ⎦∩ ≥ / , 

当 n充分大时, 取 ( )( )n nm E Rϕ ∗ ∗
∞∈ , 使得(13)~(14)

式同时成立.  
令 1 1 1 1max{ ( ), , ( ), ( ), , ( )}s s kA A A Aρ ρ ρ ρ− + − =" "  

0 ( )Aρ ρ′ < ,由于 ( )jA j s≠ 只有有限个极点 , 则存在

足够大
10nR ∗使得在

10nz R ∗≤ 内含有 ( )jA j s≠ 的所

有极点. 

于是当
10nr R ∗≥ 时, 有        

( ) lim log log ( , ) logj jr
A M r A rρ

→∞
= ≤ 0ρ′ , 

其中 ( , ) maxj jz r
M r A A

=
= . 

对给定的 3 0( ( ) ) / 2 0Aε ρ ρ′= − > , 当 10n n> 时, ∃ 

{ }n nR R ∗′′ ∈ , 有 

0 3 3log log ( , ) log ( )n j nM R A R Aρ ε ρ ε′′ ′′ ′< + = − , 

由此可得 
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3( )i( e ) exp{ }A
j n nA R R ρ εθ −′′ ′′< , [0,2π), j sθ ∈ ≠ .  (15) 

取 ( )n nE Rϕ ∗ ∗
∞∈ , 由(8), (12)~(15)式可知 

 
( )( ) ( )

3

( )i
1

( )

exp , 4 ( e )

1 ( 2)exp{ } / 4 .

n k f
n n

A
n v

T R A A R z

k R d a

ρ εϕ

ρ ε

δ
∗ +

−

′′′′ < ⋅

⎡ ⎤′′+ − + +
⎣ ⎦

≤
 

(16)
 

对(16)式两边同时取 2次对数再除以 log nR ′ , 当
n充分大时, 显然有 

3( ) ( ) .A Aρ ρ ε< −  
矛盾. 

(ii) 若 f 是方程 (1)的非零有理解 , 则由 (12)~ 
(15)式也可得出矛盾. 

所以综合(i)、(ii), 定理 2得证. 
关于方程解的增长级的研究有许多有意义的结

果, 如文献[7-10]等就对某些特殊形式系数的方程, 
证明了方程的非零解均为无穷级. 
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The Growth for Solutions of a Class of Higher Order Linear Differential 
Equations with Meromorphic Coefficient 

YANG Bi-long, YI Cai-feng* 

(College of Mathematics and Informatics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: The growth of solutions of the differential equation ( )1( )
1

kk
kf A f −
−+ + +"  1 0( 2)A f Af k′ + = ≥ is inves-

tigated by using the fundamental theory and method of Nevanlinna, where (1 1)jA j k −≤ ≤  and A ≡/  0 are mero-
morphic functions. Assuming that A  is transcendental and A  has a deficient value ∞ , it is proved that every 
solution f ≡/  0 of the equation is of infinite order with giving some different condition on (1 1)jA j k −≤ ≤ . 

Key words: differential equation; meromorphic function; deficient value; order 
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