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摘要: 研究了一类一般的随机 Dirichlet 级数在矩控制条件 22 2 2 20 n n nd E Z E Zd σ = < +∞≤ ≤ 下的(p,q)(R)
型,得出的主要结论是: 这类随机 Dirichlet 级数的(p,q)(R)型 a.s.等于相应 Dirichlet 级数的(p,q)(R)型, 以及在
水平直线上和水平带形上的(p,q)(R)型 a.s.等于各自在全平面上的(p,q)(R)型. 
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0  引言 

关于 Dirichlet 级数以及随机 Dirichlet 级数问题, 
国内许多专家学者对此作了较多的研究 [1-5], 在文
献[6-9]中, 余家荣等人研究了系数为同分布的随机
变量的随机 Dirichlet 级数的(p,q)(R)级和(p,q)(R)型
以及 B-值 Dirichlet 级数的(p,q)(R)级和(p,q)(R)型的
情况. 本文将在矩控制的条件下, 讨论一类一般的
随机 Dirichlet 级数在全平面上、水平直线上以及水
平带形上的(p,q)(R)型, 并得出相应的统一结果.  

对于一般的 Dirichlet级数 
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称为级数(1)的最大模和最大项. 对于非常数函数(1), 
令 

[ 1]

[ ]
log ( , )( , ) lim

log ( )

p

q
M fp q

σ

σρ ρ
σ

+

→−∞
= =

−
, 

,p q为整数, 0p q≥ ≥ , 

其中 [0] [0]exp logx x x= = , [ 1] [ ]exp exp{exp },n nx x+ =  

[ 1] [ ]log log{log }n nx x+ = , [ ] [ ]exp logn nx x−= . 
定义 1 如果 ( 1, 1) 0p qρ − − = 或 ( 1)p q+∞ ≥ ≥ , 

而 ( , )b p qρ< < +∞ (这里当 p q= 时, 1b = ; 当 p q>
时 , 0b = ), 则称函数 ( )f s 有指数对 ; 如果 ( )f s 有
指数对 ( , )p q , 则称 ( , )p qρ 为 ( )f s 的 ( , )( )p q R 级. 

定义 2  若有 ( , )( )p q R 级 ( , )(f p q bρ ρ ρ= < < +  

, 1p q∞ =当 ≥ 时 , 1b = ; 当 p q> 时 , 0b = )的整函

数 ( 1 )式满足
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( ,p q 为整数 , 

1, 0,p q p q≥ ≥ ≥ ) (0 )T +∞≤ ≤ ,  则称 ( )f s 有 (p , 
q) (R)型T . 

本文主要考虑随机 Dirichlet级数 
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其中 0 nλ< ↑ +∞ , i ( , )s t tσ σ= + ∈R , { ( )}nZ ω 是概率

空间 ( , , )PΩ A 上独立的复随机变量序列. 记级数(2)

的收敛横坐标为 cσ ω′( ) , 一致收敛横坐标为 uσ ω′( ) , 
绝对收敛横坐标为 ( )aσ ω′ , 最大项为 ( , )m fωσ , 最大
模为 ( , )M fωσ . 相应可以定义级数(2)所确定的随机
整函数 ( )f sω 的 ( , )( )p q R 级和 ( , )( )p q R 型, 并分别记
为 ωρ 和Tω . 

引入辅助级数 
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其中 22 ( )n nE Zσ ω= , ( )E i 为数学期望, 记函数 ( )g s

的 ( , )( )p q R 级和 ( , )( )p q R 型为 ρ′和T ′ . 
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1  引理及其证明 

引理 1  设级数(2)满足 
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对级数(3)应用引理 3, 则有 
引理 4  若级数(3)满足条件(4), 且有 ( , )( )p q R
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引理 5  若级数(2)满足条件(4)和条件(5), 则

( )f sω a.s.与 ( )g s 有相同的 ( , )( )p q R 级, 即 ωρ ρ= =′  

( )P L a.s. , 其中 
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注 3  这是文献[6]中定理 6.7.5 

引理 6 (Paley-Zygmund)  设 { }nZ 是概率空间

( , , )PΩ A 上独立的随机变量列 , 它们的数学期望
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注 4  这是文献[6]中引理 6.7.4 

2  定理及其证明 

定理 1  在引理 4和引理 5的条件下, ( )f sω a.s.

与 ( )g s 有相同的 ( , )( )p q R 型, 即 

T T M Vω ′ ′ ′= =  a.s. . 

这表明 ( )f sω 在全平面上的 ( , )( )p q R 型 a.s.与

( )g s 在全平面上的 ( , )( )p q R 型相同.  
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由引理 5, ωρ ρ′= a.s. , 则 
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故 V Vω ′=  a.s. .所以,T M V M V Tω ω ω ′ ′ ′= = =  a.s. . 
定理 2  设级数(2)满足定理 1和引理 6的条件, 
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所以, 由引理4和定理1以及(9)式, 级数 22
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这与(8)式矛盾. 所以 ( ) 0P G = , 即 

lim log ( i , ) ( )M t Tωρ
ωσ

σ ω σ
→−∞

+ − = a.s. . 
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因此, 由 ( , )( )p q R 型的定义知, 级数 22
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再由引理 4和定理 1以及(11)式, 级数 22
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综合(i)~(iii)可知定理 2成立.  

取R中稠密的可数集{ }nt (例如{ }nt 为有理数集), 

这样就有 

推论 1  在定理 2 的条件下, ∃ E满足 ( ) 1P E = , 
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在任何水平带形上的 ( , )( )p q R 型 a.s.与 ( )f sω 、 ( )g s

在全平面上的 ( , )( )p q R 型相同. 
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