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摘要: 利用单元插值的性质、平均值及导数转移技巧, 将 Crouzeix-Raviart 型非协调线性三角形元应用到双
曲积分微分方程, 建立了 1个新的混合元格式, 得到了相应的 H1-模及 L2-模最优误差估计. 
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0  引言 

考虑下面双曲积分微分方程 
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其中 2( , ),X x y Ω= ⊂ R 有界凸区域 , Ω∂ 为 Ω 的光

滑边界 , ∇ ∇⋅和 分别表示梯度和散度算子 , 
a = ( ,a X )t , ( , )b b X t= , 0 ( )u X , 1( )u X , ( , )f X t 为
已知光滑函数, 已知函数 a、b及它们的导数有界光
滑且满足 0 10 a a a< < < < ∞ . 

方程(1)在具有记忆性质材料的热传导、核反应
动力学、粘弹性力学、生物力学、松散介质中压力

等实际问题的研究中有着广泛的用途. 文献[1]讨论
了当 1a b= = 时方程(1)的双线性元逼近; 文献[2]考
虑非线性双曲积分微分方程半离散有限元格式, 得

到了 L ∞和 1,W ∞模误差估计; 文献[3]研究了有限体

积元法, 并进行了误差估计; 文献[4]采用混合元方
法 , 导出了最优的 L2-模误差估计 , 同时应用正则

Green函数, 通过复杂的分析, 得到了拟最优 L ∞模

误差估计; 文献[5-6]采用 1H -Galerkin 混合有限元
法对双曲型方程进行误差估计并得到超收敛分析 . 
但以上研究都是关于协调有限元的, 而且对解的正
则性要求较高. 为弥补以上的不足, 文献[7]研究了

当 1a b= = 时方程(1)的 1个矩形非协调元方法. 
本文的主要目的是利用 Crouzeix-Raviart 型非

协调线性三角形元, 对方程(1)建立 1 个新的混合元

格式, 相对于传统的非协调有限元方法, 它有剖分

简单、 LBB条件自动满足及自由度较少等优点. 并

且直接借助单元插值的有关性质, 给出了相应的收

敛性分析和 1-H 模及 2 -L 模的最优误差估计. 

1  新混合元格式 

设 hT 是 Ω 的正则三角形剖分族 [8], hK T∀ ∈ , 

设其 3 个顶点坐标分别为 ( , ) ( 1 2 3) ,i i ia x y i = ，， 边为

1 2 3l a a= , 2 3 1l a a= , 3 1 2l a a= , max
h
KK T

h h
∈

= , Kh 是

K 的最大直径. 

相应的有限元空间定义为 

{ }1; ( ), [ ]d 0, , ,h h h K h hF
V v v P K v s F K K T= ∈ = ⊂ ∀ ∈∫

{ }0 0; ( ) , ,h K hhhM P K P K K T= ∈ × ∀ ∈
JJG JGJG

（ ）pp  
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其中 1 span{1 }P K x y=（ ） ， ， ， 0 0P K P K× =（ ） （ ） span{1}×  

span{1},  [ ]hv 表示跨过单元边界 F的跳跃值. 

定义插值算子 
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i
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容易验证
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∑ 是 hV 上的模. 

由 hV 及 hM
JJG
的定义不难知道, 若 1( )u H Ω∈ , 则

hh M∀ ∈
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另一方面, 文献[9]对各向异性网格已证明了下
面结论:  

 1 1,d ,
h

h h hhK
K T

uv s ch u v K T
∂

∈
⋅ ∀ ∈∑ ∫
G

≤n , (2) 

本文所述的 c都表示与 h无关的正常数. 

引入证明所需的积分不等式 [10]  
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其中ψ 是在 [0, ]t 上的可积函数, [0, ]t T∈ . 

为了得到方程(1)的 1 个新的混合元的弱形式,

下面引入 u的伴随向量函数 
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同时设 1( , ) ( , ), ( , , ) ( , ) ( , , )X t a X t X t X t b X tγ β τ γ τ−= = , 

则方程(1)可写成 
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与 (4)式对应的弱形式为 : 求 { } : [0, ], Tu →
JJG
p  

V M×
JJG

, 满足 
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相应的有限元逼近为 : 求 { } : [0, ], hhh h T V Mu → ×
JJGJJG

p , 

满足 
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其中 ( , ) d d ,
h

h K
K T

u v uv x y
∈

= ∑ ∫  在不引起混淆的情况

下仍将 ( , )hu v 表示为 ( , )u v . 

2  误差分析 

记 
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下面给出本文的主要结果. 
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证  对(4)式中第 1式两端作用 hv ( h hv V∈ ), 第 2式

两端作用 h

G
q ( hh M∈

G JJG
q ), 并利用格林公式可得如下方程 
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于是由(7)式及(6)式得到误差方程 

( )0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

d , ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( )d , , ,

h

tt h h h tt h

h h hK
K T

h h h h
t

hh h h

v v v v

v s v V

u u M

η ξ

γ η γ ξ

β τ

∂
∈

⎧ − ∇ = ∇ − +
⎪

⋅ ∀ ∈⎪
⎪
⎨

+ ∇ = − − ∇ −⎪
⎪
⎪ ∇ − ∀ ∈
⎩

∑ ∫

∫

JG JG

JG G

JG G G JG G G

G G JJG

p n

q q q q

q q

θ ρ

θ ρ
 (8) 

将(8)式中第 2式两端对 t求导得 
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再将 (8)式中第 1 式取 h tv η= , 在 (9)式中取

h =
G JG
q θ , 两式相加得 
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由于 γ 为正的有界函数 , 所以(10)式左端可表

示为 
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下面对(10)式右端各项进行估计 , 利用单元的
性质可得 1 0,A = 4 0,A = 利用 (2)式、插值理论及
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对(11)式两端从 0到 t积分, 利用不等式(3), 并

注意到 ( ,0)X = 0
JG
θ 及 ( ,0) 0t Xη = 得 
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为了估计 2
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利用 -Youngε 不等式, (14)式右端各项可估计为 
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注 1  本文的结论对文献[9]中的各向异性网格
也是成立的. 
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A New Nonconforming Mixed Finite Element Formulation for  
Hyperbolic Type Integro-Differential Equations 

WU Zhi-qin1, SHI Dong-yang2* 

(1. School of Mathematics and Statistics, Xuchang University, Xuchang Henan 461000, China;  
2. Department of Mathematics, Zhengzhou University, Zhengzhou Henan 450052, China) 

Abstract: By utilizing the properties of the interpolation on the element, mean-value and derivative delivery tech-
niques, a Crouzeix-Raviart type nonconforming linear triangular finite element is applied to the hyperbolic type 
integro-differential equations and a new mixed element formulation is established. The optimal error estimates in 
H1-norm and in L2-norm are obtained. 
Key words: hyperbolic type integro-differential equations; nonconforming finite element; new mixed finite ele-
ment formulation; convergence analysis 
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