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关于一类具偏差变元的 Duffing型方程的周期解注记 

林文贤 
(韩山师范学院数学与应用数学系, 广东 潮州 521041) 

摘要: 利用重合度理论以及更精确的先验估计研究了一类具有偏差变元的 Duffing 型方程的周期解问题, 得
到了这类方程的周期解存在性的结果, 改进和推广了已有文献的相关结果, 并给出其应用实例. 
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0  引言 

Duffing 型方程的周期解[1-7]有着广泛的应用背

景,如电讯工程中的强迫振荡、机床颤振的非线性振
动等, 因而一直受到人们的热切关注. 文献[8]研究
了如下的具有偏差变元的 Duffing型方程 
 ( , ( ( ))) ( )x g t x t t p tτ′′ + − =   (1) 
的 -ω 周期解的存在性问题 , 其中 0ω > 为常数 , 

, :pτ →R R 和 :g × →R R R 为连续函数 , , ,g pτ 关

于 t为 -ω 周期的且
 2

 0
( )p t

π

∫ dt = 0, 其主要结果如下: 

定理 A  若存在非负常数 ,d m和 n ,使 ( , )xg t x >  
20,  ,| | , 1/(2 )t x d m ω∀ ∈ <R ≥ , 并且使下列条件之一

成立:  
(i) 当 ,t x d∈ −R ≤ 时, ( , )g t x mx n−≥ ;  

(ii) 当 ,t x d∈R ≥ 时, ( , )g t x mx n+≤ , 

则方程(1)至少存在 1个 -ω 周期解. 

定理 B  若存在非负常数 ,d m和 n , 使 ( , )xg t x <  
20,  ,| | , 1/(2 )t x d m ω∀ ∈ <R ≥ , 并且使下列条件之一

成立:  
(i) 当 ,t x d∈ −R ≤ 时, ( , )g t x mx n− +≤ ;  

(ii) 当 ,t x d∈R ≥ 时, ( , )g t x mx n− −≥ , 

则方程(1)至少存在 1个 -ω 周期解. 
本文利用Mawhin连续定理[9], 采用更精确的先

验估计, 减弱了定理 A 和定理 B 的条件, 从而改进
和发展了文献[8]的结果, 且文献[10]的主要结果也
成为本文的特例. 本文引入以下记号:  

( )10
| | | ( ) | d

k
k

kx x t t
ω

= ∫ ,
0

| | max | ( ) |
t

x x t
ω

∞ =
≤≤

, 

{ }1| ( , ),  ( ) ( ),  X x x C x t x t tω= ∈ + = ∀ ∈R R R . 

定义范数为 { }max ,Xx x x∞ ∞
′= , { |Y x x= ∈  

}( , ),  ( ) ( ),  C x t x t tω+ = ∀ ∈R R R , 定义范数为 Yx =  

x ∞ , 则 ,X Y均为 Banach空间. 

在 X 上定义线性算子为 

 
{ }

: ( ) , ,
( ) | , ( , ) ,

L D L X Y Lx x
D L x x X x C

′′⊂ → =
′′= ∈ ∈ R R

  

定义非线性算子为 
 : , ( , ( ( ))) ( ).N X Y Nx g t x t t p tτ→ = − − +    

易得 { }0
Ker , Im | , ( )d 0L L x x Y x s s

ω
= = ∈ =∫R , 因此 , 

L是指标为 0的 Fredholm算子. 
令投影算子 : KerP X L→ 和 : ImQ Y Y L→ 为

( ) (0) ( ),Px t x x ω= =
0

1( ) ( )d ,Qx t x s s
ω

ω
= ∫ 则 Im P =  

KerL且 Ker ImQ L= . 令 ( ) Ker|P D L PL L= ∩ , 易证 PL

是可逆的, 且其逆为 
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1  主要结果 

定理1  若存在非负常数 ,d m和 n , 使 ( , )xg t x >  
20,  ,| | , 2 /t x d m ω∀ ∈ <R ≥ , 并且使下列条件之一

成立:  
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(i) 当 ,t x d∈ −R ≤ 时, ( , )g t x mx n−≥ ;  

(ii) 当 ,t x d∈R ≥ 时, ( , )g t x mx n+≤ , 

则方程(1)至少存在 1个 -ω 周期解. 

证  首先引入辅助方程 
 ( , ( ( ))) ( )x g t x t t p tλ τ λ′′ + − = , (0,1)λ ∈ .  (2) 

设 ( )x t 是(2)式的任一 -ω 周期解 , 将(2)式两边

同时从 0到ω积分得 
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则由积分中值定理有, * [0, ]t ω∃ ∈ , 使得 ( *, ( *g t x t −  

( *))) 0tτ = , 记 0* ( *)t t k tτ ω− = + , 其中 0 [0, ]t ω∈ , 且

k为整数, 则有 0 0( * ( *)) ( ) ( )x t t x k t x tτ ω− = + = , 由条

件得 0| ( ) | | ( * ( *)) |x t x t t dτ= − ≤ . 又由连续函数性质知, 

1 0 0[ , ]t t t ω∃ ∈ + , 使得
0 0
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t t t

x t x t
ω+

=
≤≤

, 于是 
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x t x t x s s′= + ∫ , 所以 
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此外还有 0
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(4)式和(5)式相加得 
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从而由 Schwarz不等式有 

 20
| | max | ( ) | | |

2t
x x t d x

ω

ω
∞ ′= +

≤ ≤
≤ .  (6) 

现记 

{ }[ ( ( )) ] | [0, ], ( ( ))x t t d t t x t t dτ ω τ− < − = ∈ − < − , 

{ }[ ( ( )) ] | [0, ], ( ( ))x t t d t t x t t dτ ω τ− − = ∈ − −≥ ≥ , 

{ }[ ( ( )) ] | [0, ], ( ( ))x t t d t t x t t dτ ω τ− > = ∈ − > , 

{ }[ ( ( )) ] | [0, ], ( ( ))x t t d t t x t t dτ ω τ− = ∈ −≤ ≤ . 

情形 1  设条件(i)成立,由(3)式有 
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结合(7)式和条件(i)有 
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 } ),| | 2 | | .t x d n m xω ∞′∈ + +R ≤  (8) 

将方程(2)两边同乘以 ( )x t 并从 0 到ω积分, 由
(6)式和(8)式有 

[ ] 2
2  0

| | ( , ( ( ))) ( ) ( )dx g t x t t p t x t t
ω

λ τ′ = − −∫ ≤  

[ ] 

 0
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ω
λ τ− +∫ ≤  
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其中 { }( )2 max | ( , ) |: ,| | | | ,g t x t x d n pθ ω ∞= ∈ + +R ≤ 并

注意到 22 /m ω< , 由 (6)式和 (9)式可知 , 存在常数

1D 使得 

 2 1 2 1| | ,   | | | | .
2

x D x d x Dω
∞′ ′< + <≤   (10) 

由于 (0) ( )x x ω= , [0, ]ξ ω∃ ∈ , 使得 ( ) 0x ξ′ = , 
从而 

 
  

    0
| | | ( ) ( )d | | ( ) | d .x x x s s x s s

ω ω

ξ
ξ∞′ ′ ′′ ′′= + ∫ ∫≤   (11) 

因此, 由(10)式和(11)式有 
 

  0
| | | ( ) | dx x s s

ω
∞′ ′′ =∫≤

 

 0
[ ( , ( ( ))) ( )]dg t x t t p t t

ω
λ τ− −∫ ≤  

1 2sup{| ( , ) |: ,| | } | | : .g t x t x D p Dω ω ∞⋅ ∈ + =R ≤   (12) 

情形 2  设条件(ii)成立, 则类似于情形 1 的证
明, 可得(10)式和(12)式. 于是, 由(10)式和(12)式有 

1 2 1| | | | : .Xx x x D D M∞ ∞′+ < + =≤  

余下的证明与文献[1]中的定理 1证明类似, 略. 
类似于定理 1的证明, 可以证明如下结论成立. 
定理 2  若存在非负常数 ,d m和n , 使 ( , ) 0,xg t x <  

2,| | , 2 /t x d m ω∀ ∈ <R ≥ , 并且使下列条件之一成立:  
(i) 当 ,t x d∈ −R ≤ 时, ( , )g t x mx n− +≤ ;  
(ii) 当 ,t x d∈R ≥ 时, ( , )g t x mx n− −≥ , 

则方程(1)至少存在 1个 -ω 周期解. 
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注 1  定理 1和定理 2分别改进和包含了定理A

和定理 B. 

作为应用, 给出如下例子. 

例 1  考虑如下方程 

 2( ) ( , ( sin )) sin ,x t g t x t t t′′ + − =   (13) 

其中当
29 cos0 , ( , ) e ,tx g t x x=≥ 时 当 0 ,x < 时  ( , )g t x =  

2cos 2e /(9π )tx . 

直接验证可知, (13)式满足定理1的所有条件, 于 

是由定理 1 可得方程(13)至少存在 1 个 2π-周期解.

显然方程(13)不满足定理 A. 
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The Notes on Periodic Solution for a Kind of 
Duffing Equation with Deviating Arguments 

LIN Wen-xian 

(Department of Mathematics and Applied Mathematics, Hanshan Normal University, Chaozhou Guangdong 521041, China) 

Abstract: By coincidence degree’s theory and better prior estimate, the existence of periodic solutions to a kind of 
Duffing equation with deviating arguments is studied. Some new results on the existence of periodic solutions to 
such equation are obtained, which improve some existing ones in the literature. An example is given. 
Key words: Duffing equation; periodic solution; coincidence degree 
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