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一类具季节性时变参数和周期时滞的 
浮游植物-浮游动物模型的正周期解 
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摘要: 提出了一类具季节性时变参数和周期时滞的有 3种浮游生物种群组成的动力学模型, 包括无毒浮游植
物(NTP)、有毒浮游植物(TPP)和浮游动物(Z), 并研究了该系统的正周期解的存在性. 通过运用叠合度理论中
的延拓定理, 建立了保证该系统至少存在 1 个正周期解的充分条件, 所得结果适用于相应的无时滞和离散时
滞系统.  
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0  引言 

海洋中的浮游植物群落的一个特征是生物种群

有时会呈激速增长或爆发的趋势, 也就是发生所谓
的水华现象. 由于生物量的高度聚集, 或者由于毒
性的存在, 水华中有一些被称之为“有害水华”, 它
们不仅对海洋生态系统或人类健康产生危害, 而且
可能危及海洋生态资源, 对社会经济造成极大损害. 
因此, 防止有害藻华, 维持浮游动植物种群的共存, 
是关乎水生生态环境保护、海洋资源开发利用以及

人类健康的重要问题.  
近年来, 利用生态数学模型研究浮游植物群落巨

大波动的机理成为生物数学的一个重要课题. May-
nard Smith 和 J. Chattopadhyay 基于 2 种群 Lotka- 
Volterra竞争系统, 通过假设每一种群会产生对另一个
种群生存有抑制作用的物质(以下称植化相克物质), 而
提出了一个修改的 2 种群 Lotka-Volterra 竞争系统[1-2]. 
A. Mukhopadhyay 等提出了时滞 Lotka-Volterra 系统[3]. 
P.K.Tapaswi等提出了带随机扰动项的 Lotka- Volterra
系统 [4]. 宋新宇等提出了具季节性时变参数的浮游
生物植化相克时滞微分方程模型 [5]. 然而这些研究
大都只涉及 2 种浮游植物种群的相互作用. 事实上, 
水生环境中, 浮游生物包括两大类别, 即浮游植物 

和浮游动物, 在考虑水生环境的生态状况时, 对浮
游动物与浮游植物之间的相互作用是不容忽视的 . 
现有的研究已经发现, 水生系统中存在着有毒浮游
植物、无毒浮游植物和浮游动物之间的作用, 所以
利用 3种群的捕食-被捕食模型来研究浮游动物与浮
游植物之间的相互作用更为合理 . J.Chattopadhyay
等研究了浮游植物-浮游动物的相互作用[6]. S. Pal等
结合现场的调查研究, 对 J. Chattopadhyay等提出的模
型进行了推广, 提出并研究了如下模型[7] : 
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其中 1( )P t 、 2 ( )P t 和 ( )Z t 分别为无毒浮游植物(NTP)、
产毒浮游植物(TPP)和浮游动物(Z)种群在时刻 t 的
密度 , r和 s分别是无毒浮游植物和产毒浮游植物
的增长率, μ 为浮游动物的死亡率, α 和 β 为浮游
植物种间竞争系数, 1K 和 2K 为无毒浮游植物和有
毒浮游植物的承载量 , 1α 和 2α 是浮游动物分别对
无毒浮游植物和有毒浮游植物的攻击率, 1α′和 2α′ 分
别是无毒浮游植物和有毒浮游植物转换为浮游动物

生物量的转换效率, 功能反应为 Beddington 型函数
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1 2 1 1 2 2( , , ) /(1 )f P P Z Z P Pβ β= ++ .  
然而, 现有的研究已经表明, TPP种群释放化学

毒素是有条件的, 即只有在其周围存在浓度较高的
浮游动物种群时才释放化学毒素, 而且毒素物质使
得摄食强度减少的效果并不是即时的, 而是有一个
时间延迟, 同时, 有毒和无毒浮游植物之间的竞争
不仅存在, 而且也存在植化相克物质的释放且其效
果也是有延迟的. 另一方面, 按照 Berryman的观点, 
捕食者平均增长率不只是与被捕食者密度有关, 还
应与捕食者密度有关, 据此 R. Arditi 等提出了比率
依赖的功能反应 [8]. 另外 , 生态系统中环境的周期
性变化(如季节性变化、食物供给、群居习性等)对于
种群的生存与发展是一个现实的因素, 因而不可忽
视. 根据这些考虑, 本文在上述模型中将捕食者功
能反应取为比率依赖的功能反应, 并加入与水生环
境更为贴近的 2 个因素: 周期性的时变环境; 竞争
的浮游植物种群产生的植化相克物质以及产生对浮

游动物的摄食有抑制作用的毒素都不是即时的, 而
是需要一定的时间延迟, 因此假设系统中的相关系
数和时滞是连续可微的ω 周期函数, 从而提出下述
模型 
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其中 ( )r t , ( )s t , ( )tα , ( )tβ , ( )i tα , ( )i tα′ , ( )i tτ ∈  

( ,[0, ))C ∞R 都是正的 ω -周期函数 , iβ 是正常数

( 1,2i = ). 考虑到系统(1)的生物意义,假定系统(1)初

始条件为 
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而 1
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对于正的连续ω周期函数 f 引入记号:  
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周期环境中多种群相互共存以及在某些情况下

不同种群的消长总是一个自然现象, 而浮游生物种
群的激速增长导致的水华现象是这种自然现象中更

值得关注的问题. 因此, 本文主要研究满足初始条
件(2)的系统(1)的非常数周期解的存在性.  

1  记号和引理 

本节介绍本研究中将要用到的关于叠合度的概

念和有关结果[5,9-10].  
设 X , Z 都是赋范线性空间 , :L  DomL ⊂  

X Z→ 是线性映射 , :N X Z→ 为连续映射 . 若
dimKer codimImL L= < +∞ , 且 ImL在 Z 中闭 , 则称
线性映射是指标为 0的 Fredholm 映射. 若 L是指标
为 0的 Fredholm 映射, 则存在连续投影 :P X X→ , 
Q：Z Z→ 使得 Im KerP L= , Ker ImQ L= = Im(I − )Q . 
由此可知 , Dom Ker| (: )L PL I P X− →∩ ImL可逆 , 用 PK

表示这个映射的逆.  
设 Ω 是 X 的有界开子集 , 若 ( )QN Ω 有界 , 且

( ) :P IK Q N− XΩ → 是紧映射, 则称映射 N 在Ω 上
是 -L 紧的 . 因 ImQ与 KerL同构 , 所以存在同构映
射 :J Im KerQ L→ .  

引理 1(延拓定理)  设 L是指标为 0的 Fredholm
映射, N在Ω 上是 -L 紧的, 如果 

(i) 对每个 (0,1)β ∈ , Lx Nxβ= 的解 x 满足
x Ω∉∂ ;  

(ii) 对每个 Kx Ω∈∂ ∩ , 0QNx ≠ , 且 deg{ ,JQN  

Ker ,0} 0LΩ ≠∩ , 则方程 Lx = Nx在 DomL Ω∩ 中至

少有 1个解.  

引理 2 3R+关于系统(1)是正不变的.  

2  非平凡周期解的存在性 

本节利用延拓定理研究系统(1)存在非平凡正周
期解的条件.  

   定理 1 假设条件 
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成立, 则满足初始条件(2)的系统(1)至少存在 1 个正
ω周期解.  
证  由引理 2知, 满足初始条件(2)的系统(1)的

解对所有 0t 都为正 , 故可令 ( ) ln( ( ))i it P tu = , 
1,2i = , 3 ( ) ln( ( ))t Z tu = , 则系统(1)变成 
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容易看出 , 如果系统 (3)有 1 个 ω 周期解 *
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且易知 ImL在 Z 中是闭的 , 并且有 dimKer 3L = =  
codimImL , 因此 L 是指标为 0 的 Fredholm 算子 . 
容易看出, P和Q都是连续投影, 且使得 
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显然, QN 和 ( )PK I Q N− 都是连续的. 于是对于 X
中的任何有界开集Ω , 应用Arzela-Ascoli定理,容易

证明 ( ) ( )P I Q NK Ω− 是紧致集 , ( )QN Ω 是有界集 . 

因此, N在Ω 上是 L -紧的.  
下面寻找一个合适的开有界集Ω , 以便能利用

引理 1完成定理 1的证明.  
对应于算子方程 L Nλ=u u , (0,1)λ ∈ , 有 
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设 ( )u Xu t= ∈ 是方程组(4)在 (0,1)λ ∈ 取某一定

值时的解, 在区间 [0, ]ω 上对(4)式进行积分, 并注意
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从而由(4)式和(5)式可得 
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由此, 又利用(5)式中的第 3式可得 
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e
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另一方面, 由(5)式中的第 1 式和(6)式中的第 2
式可得 
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因为条件( H1 )成立, 故由此可解得 
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利用积分中值定理可知, * [0, ]iη ω∃ ∈ , 使得 
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由(5)中的第 3式及(6)式可得 

1 1
2 2 2

3 3 1 1

( )
1 2( ) (

( )

)
1

e
e e

e
u

H
u

u
u

ξ
ξ

η ξμω α ω α ω
β

−′ ′−
+

, 

由此又可得 
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利用上述所得结果又可得下述不等式组 
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令 { }1 {1,4}
max ||
i iB H
∈

= , { }
{22 ,5}

max ||
i iB H
∈

= , 3B =  

{3,6}
max
i∈

{ }| |iH ,则由(6)式及(7)式可知,
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|max ( ) |it iBu t
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, 

1,2,3i = . 显然 iB ( 1, 2,3i = )都不依赖于 λ , 且对于
(4)式的解 ( )t X∈=u u 有 1 2 3 1|| ( ) || .t B B RB+ <+u  

又若 3元常数组 T
1 2 3,( , )u uu 满足下列方程组 
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由(8)式并结合前面的计算结果, 有 
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 再利用条件(H1), 从(9)式可解得 
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又 显 然 有 1 1lnu K , 2 2lnu K , 3u  
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据(11)式就有 
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这证明引理 1中条件(ii)也得到满足.  
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由条件(H1)和(H2), 下面的代数方程组 
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因此有 
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至此, 已经证明Ω 满足引理 1 中的所有条件, 
因此, 系统(3)至少有 1 个ω周期解, 从而系统(1)至
少有 1个正ω周期解.  
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推论 1  定理 1对系统(1)在具有离散时滞或无时
滞时仍成立.  

3  结束语 

本文对 J. Chattopadhyay 等提出的模型进行了
有实际意义的推广, 提出了有 3 种浮游生物种群组
成的动力学模型, 包括无毒浮游植物(NTP)、有毒浮
游植物 (TPP)和浮游动物 (Z). 通过应用 Gaines 和
Mawhin的延拓定理, 建立了保证系统(1)至少存在 1
个正周期解的条件, 这组条件不仅便于验证, 而且揭
示了系统中的浮游植物-浮游动物在相互作用中维持
营养动力学的动态平衡达到所有物种呈周期性消长

的各系数函数之间的制约关系. 本文的研究结果显
示, 海洋浮游生物种群之间的共存是动态的, 当相互
之间的消长作用达到一定的条件时, 种群的密度会
呈现周期性的变化, 而这正好说明了在种群发展的
某些时期, 在一定的条件下, 某个种群的密度发生激
速增长从而导致水华现象的出现是一种必然.  
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The Existence of Positive Periodic Solutions for a Phytoplankton- 
Zooplankton Model with Seasonally Varying Parameters and Time Delays 

LIU Hua-xiang1, ZENG Guang-hong2 

(1. Department of Mathematics, Guangdong Ocean University, Zhanjiang Guangdong 524088, China; 
2. College of Mathematics and Informatics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: A three-dimensional ratio-dependent phytoplankton- zooplankton model with time delay and seasonal 
effects consisting of non-toxic phytoplankton(NTP), toxin producing phytoplankton (TPP) and zooplankton (Z) is 
considered. The existence of positive periodic solutions for the systems is studied. By using the continuation theo-
rem of coincidence degree theory, a set of sufficient conditions are obtained for the existence of at least one strictly 
positive periodic solution. The results are established for the underlying systems without time delay or with discrete 
time delay. 
Key words: phytoplankton-zooplankton; time delay; positive periodic solution; the continuation theorem of coin-
cidence degree; topological degree 
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