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几类图的符号星 k控制数 
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摘要: 通过对图 G的边集分析的方法, 对图的符号星 k控制数进行研究, 确定了几类图的符号星 k控制数 
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0  引言 

近年来, 图的控制理论研究从图的点控制到边
控制, 再到全控制, 研究成果不断丰富[1-12], 但是绝
大部分的研究内容是属于图的点控制范畴, 图的边
控制的研究成果相对来说还比较少. 文献[8]给出了
图的符号边控制概念, 获得了一些显著的研究成果, 
随后又从图的符号边控制延伸到图的符号星控制上, 
并取得了一系列重要的结论, 文献[9]首次定义了图
的符号星 k 控制的概念, 并得出了一些结论. 本文
在其基础上确定了几类图的符号星 k控制数.  

给定一个图 ( , ), ,G V E v V= ∈ v点在 G中的边邻

域简记为 { }( ) |GE v uv E u V= ∈ ∈ .  
定义 1  设 ( , )G V E= 是一个非空图 , 函数 f: 

E→ { }1, 1+ − , 如果满足 ( )
( )

1
e E v

f e
∈
∑ ≥ 对 G中至少 k

个点成立, 则称 f 为图G的一个符号星 k 控制函数. 
图G的符号星 k控制数定义为 

( ) ( )
( )

mink
ss

e E G
G f eγ

∈

⎧⎪= ⎨
⎪⎩
∑ f为G的符号星 k控制函数} .  

在定义1中, 当k= ( )| |V G 时, 称 f 为图G的一个

符号星控制函数, 则图G的符号星控制数定义为 

( ) ( )
( )

minss
e E G

G f eγ
∈

⎧⎪′ = ⎨
⎪⎩
∑ f为 G的符号星控制函数} .  

引理 1  当 3n≥ 时, 1( ) 2 / 4 2ss nW nγ +′ = +⎢ ⎥⎣ ⎦ .  

为了便于描述, 如果 f 为G的一个符号星 k 控

制函数, 那么称满足 ( ) 1f e = 的边 e是在 f 下的 1 边, 

满足 ( ) 1f e = − 的边 e是在 f 下的−1边.  

1  主要结果及其证明 

在本节中, 将确定完全图、轮图和扇形图的符
号星 k控制数.  

定理 1  (i) 当1 / 2k n⎡ ⎤⎢ ⎥≤ ≤ 时,  

2 2 ( 1)( ) 2 ( 1)
2 2

k
ss n

n k n nK k k kγ − + −⎡ ⎤= + − −⎢ ⎥⎢ ⎥
; 

(ii) 当 / 2 1k n +⎡ ⎤⎢ ⎥≥ 时,  

/ 2 ( 1)( ) 2
2 2

k
ss n

k n n nKγ
⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥

. 

证   图 nG K= ,  当 1 / 2k n⎡ ⎤⎢ ⎥≤ ≤ 时 , 设 f 为

图G的一个最小符号星 k 控制函数, 则存在 k 个点

( )1 2, , , kv v v V G∈ , 使得 ( )( ) 1( 1,2, , )if E v i k=≥ . 

令 kM 为当 k个点满足 ( )( ) 1( 1, 2, , )if E v i k=≥ 时图

G的 1 边集, 即 kM { }| ( ) 1e E f e= ∈ = . 由定义 1 可

知, 这 k个点中每个点至少邻接了 / 2n⎡ ⎤⎢ ⎥条 1边, 并

且又 1/ 2 ( 1)k kM n k M −− − +⎡ ⎤⎢ ⎥≥ , 不难得到 

kM ≥
( 1)

2 2
n k kk −⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎢ ⎥

. 

于是有     

( ) 2 ( ) 2 / 2 ( 1) (k
ss n kK M E G k n k k n nγ = − − − − −⎡ ⎤⎢ ⎥≥

1) / 2 2 ( 2 2) / 2 ( 1) ( 1) / 2.k n k k k n n= − + + − − −⎡ ⎤⎢ ⎥  

另一方面, 在图 nG K= 中, 考察它的导出子图

kK , 其上的所有边均标号 1. 然后图 kK 中每个点再
与图 nG K= 中除去 kK 所有点的其它的点邻接
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( 2 2) / 2n k− +⎡ ⎤⎢ ⎥条 1 边, 剩下图 nG K= 中未标号边均

标号−1. 显然此标号满足符号星 k控制的定义, 所以   

( )k
ss nKγ ≤

( 2 2) ( 1)2 ( 1)
2 2

n k n nk k k− + −⎡ ⎤ + − −⎢ ⎥⎢ ⎥
. 

综上所述, 当1 / 2k n⎡ ⎤⎢ ⎥≤ ≤ 时,  

2 2 ( 1)( ) 2 ( 1)
2 2

k
ss n

n k n nK k k kγ − + −⎡ ⎤= + − −⎢ ⎥⎢ ⎥
; 

当 / 2 1k n +⎡ ⎤⎢ ⎥≥ 时, 不难得到 
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于是有 
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/ 2 ( 1)( ) 2 2

2 2
k
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≥ . 

另一方面, 在图 nG K= 中, 考察它的导出子图

kK . 当 / 2k n⎡ ⎤⎢ ⎥为偶数时, 考察 kK 的生成子图 k 阶

/ 2 -n⎡ ⎤⎢ ⎥ 正则图 . 其上的所有边均标号 1, 剩下图

nG K= 中的边均标号−1. 当 / 2k n⎡ ⎤⎢ ⎥ 为奇数时 , 考

察 kK 的生成子图, 其中 1k − 个点均邻接了 / 2n⎡ ⎤⎢ ⎥条

1 边, 余下的一个点邻接了 ( )/ 2 1n +⎡ ⎤⎢ ⎥ 条 1 边, 剩下

图 nG K= 中未标号边均标号−1. 显然此标号满足符

号星 k控制的定义, 所以 

( )k
ss nKγ ≤

/ 2 ( 1)2
2 2

k n n n⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎢ ⎥ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

. 

综上所述, 当 / 2 1k n +⎡ ⎤⎢ ⎥≥ 时,  

/ 2 ( 1)( ) 2
2 2

k
ss n

k n n nKγ
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定理 2  (i) 当1 1k n −≤ ≤ 时,  

1( ) 2 2 2k
ss nW k nγ + = − + ; 

(ii) 当 k n= 时 , 1( ) 0k
ss nWγ + = ; 当 k n= +1 时 , 

1( ) 2 / 4 2k
ss nW nγ + = +⎢ ⎥⎣ ⎦ .  

证  图 1( 3)nG W n+= ≥ , 当 1 1k n −≤ ≤ 时 , 令

kM 为当 k 个点满足 ( )( ) 1( 1,2, , )if E v i k=≥ 时图

G的 1 边集 , 即 { }| ( ) 1kM e E f e= ∈ = . 不难得到

1kM k +≥ . 于是 

1( ) 2 | | ( ) 2 2 2k
ss n kW M E G k nγ + = − − +≥ . 

另一方面, 依次取圈上相邻的 k 个点, 其所关
联的圈上的(k+1)条边标号1, 剩下的边均标号−1. 显
然此标号满足符号星 k控制的定义, 于是有 

1( ) 2 | | ( ) 2 2 2k
ss n kW M E G k nγ + = − − +≤ . 

综上所述, 当1 1k n −≤ ≤ 时,  

1( ) 2 2 2k
ss nW k nγ + = − + ; 

当 k n= 时, 不难得到 kM k≥ .  

于是 

1( ) 2 | | ( ) 2 2 0k
ss n kW M E G k nγ + = − − =≥ . 

另一方面, 取圈上 n个点, 其所关联的圈上 n条
边标号 1, 剩下的边均标号−1. 显然此标号满足符号
星 k控制的定义, 有    

1( ) 2 | | ( ) 2 2 0k
ss n kW M E G k nγ + = − − =≤ . 

综上所述, 当 k n= 时, 1( ) 0k
ss nWγ + = .  

当 k n= +1时, 由引理 1知,   

1( ) 2 / 4 2k
ss nW nγ + = +⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

定理 3  (i) 当1 k n≤ ≤ 时,  

1( ) 2 2 3k
ss nF k nγ + = − + ; 

(ii) 当 k n= +1时,  

( )1
1 ( 1) / 2

2 1
2ss n

n n
Fγ +

⎢ + − − ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦′ = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

证   图 1( 2)nG F n+= ≥ ,当 1 k n≤ ≤ 时 , 令 kM

为当 k 个点满足 ( )( ) 1( 1,2, , )if E v i k=≥ 时图G的

1 边集, 即 kM { }| ( ) 1e E f e= ∈ = . 不难得到 kM ≥  

1k + . 于是   

1( ) 2 | | ( ) 2 2 3k
ss n kW M E G k nγ + = − − +≥ . 

另一方面, 依次取图上相邻的 k 个点(度为 2 或

3), 其所关联外部面上的(k+1)条边标号 1, 剩下的边

均标号−1. 显然此标号满足符号星 k 控制的定义, 

于是有 

1( ) 2 | | ( ) 2 2 3k
ss n kF M E G k nγ + = − − +≤ . 

综上所述, 当1 k n≤ ≤ 时, 

1( ) 2 2 3k
ss nF k nγ + = − + . 

当 k n= +1 时, 图 1( 2)nG F n+= ≥ , 对 2 个 2 度

点其所关联的边均标号 1, 对 ( 2)n − 个 3度点每个点

至多邻接 1 条 −1 边 , 对最大度的点至多邻接

( 1) / 2n −⎢ ⎥⎣ ⎦条−1边. 于是 

( )1
2 ( 1) / 2

2 1 2
2

1 ( 1) / 2 .

ss n
n n

F n

n n

γ +
⎛ − + − ⎞⎢ ⎥⎣ ⎦′ − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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≥
 

又 ( )1 (2 1)(mod 2)ss nF nγ +′ = − , 即 

( )1
1 ( 1) / 2

2 1
2ss n

n n
Fγ +

⎢ + − − ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦′ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

≥ . 

另一方面 , 令 u 为扇形最大度点 , 其它点以

1 2, , , nv v v 依次标示. 给出图 G的一个标号如下:     
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( ) ( )2 3 4 5 2 2 1( ) ( ) 1k k if v v f v v f v v f uv+= = = = = − , 

其中 2 ( 1) / 2 1, ( 1) / 2 , , 1.k n i n n< + − = + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ 剩下的

边均标号 1. 显然此标号符合符号星控制的定义, 于

是有  

( )1
( 1) / 2 2

2 1 2 ( 1) / 2
2

1 ( 1) / 2
2 1.
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综上所述, ( )1
1 ( 1) / 2

2 1
2ss n

n n
Fγ +

⎢ + − − ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦′ = +⎢ ⎥
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