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一类超 2次 2阶哈密顿系统的无穷多周期解 
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摘要: 运用临界点理论中的喷泉定理研究了一类超 2次 2阶哈密顿系统多重周期解的问题, 得到了其无穷多
个大能量周期解的存在性, 丰富并推广了已有的结果. 
关键词: 超 2次; 哈密顿系统; 周期解; Cerami条件; 喷泉定理 
中图分类号: O 177.25            文献标志码: A 

0  引言及主要结论 

考虑 2阶哈密顿系统如下:  
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其中 ( ) ( ) ( ), , 2 ,V t u U t u u W t u= + 且 ( )1 ,NV C∈ ×R R R

以T 为周期, ( )U ⋅ 为一连续的以T 为周期的对称矩阵

函数．记 ,⋅ ⋅ 及 ⋅ 分别为 NR 的标准内积及相应范数． 

在超 2 次情形下, 许多文献对系统(1)周期解的存
在或多重性进行了研究[1-12], 但大部分关于其周期解多
重性的结果都是在 ( ),W t u 满足“Ambrosetti-Rabinowitz

超 2次条件”下得到的．文献[4]给出了一个新形式的
超 2次条件: 对 [ ]0,t T∈ 一致地有 

( )
2

,
lim ,
→∞

= ∞
u

W t u

u
 

并在此条件和其它假设下, 得到了系统(1)周期解的
存在性结果．此外, 在该超 2次条件下, 文献[13]对

( )U t 恒为 0的情形, 得到了系统(1)无穷多周期解的

存在性结果; 而文献[14]对 ( )U t 不恒为 0 的情况 , 

运用喷泉定理的变化形式[15], 也得到了系统(1)无穷
多周期解的存在性结果．受这些研究的启发, 在不
同于文献[14]的条件下, 本文将研究系统(1)无穷多
个大能量周期解的存在性．具体地 , 记 ( ), =W t u  

( ) ( ), , 2 ,∇ −uW t u u W t u , 给出如下假设:  

(W1) 存在常数 1 0a > 及 2γ > , 使得 ( ),∀ ∈t u  

[ ]0, × NT R , 有 1
1( , ) (1 )≤

γ −∇ +uW t u a u ;  

(W2) [ ]0,t T∀ ∈ , 一致地有 ( ) 2lim , /
→∞

= ∞
u

W t u u ;  

(W3) 1≥μ∃ , 对 ( ) [ ], 0, Nt u T∈ ×R , [ ]0,1s∈ , 

有 ( ) ( ), ,≥μW t u W t su ;  

(W4) 对 ( ) [ ], 0, Nt u T∈ ×R , 有 ( ) ( ), ,W t u W t u− = ． 

在上述条件下, 将证明如下结果:  

定理 1  设 ( ),W t u 满足(W1)~(W4), 则系统(1)有一

列解{ }k ku ∈N满足: 当 k →∞时,  

 ( )( ) ( )2
0 0

1 , d , d
2

− − → ∞∫ ∫
T T

k k k ku U t u u t W t u t ． 

注 1  文献[14]的结果是运用文献[15]中所建立
的 “变化的喷泉定理 ”来证明的 , 因此必须要求

( ),W t u 在 [ ]0, NT ×R 总是非负的.相比之下, 定理 1则

不需要这一限制性较强的条件.此外, 定理 1 中的条
件(W3)与文献[14]中条件(SQ 3 )属于互相不蕴含的 2

类条件 .事实上 , 文献[14]中的条件(SQ 3 )能保证有

些变分泛函在一些特殊的扰动下满足(PS)条件, 而定
理 1 中的条件(W3)并不能保证这一点.为了克服这一
困难, 将运用定理 1中的条件(W3)来证明相应的泛函
满足相对更弱的 Cerami 条件, 从而可以运用 Cerami
条件下的喷泉定理来证明本文的结果.  

1  空间分解及问题分析 

( )1 , N
Tu H S∀ ∈ R , 令 ( )( )1/ 2

2 2
1 0

d= +∫
T

u u u t , 
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其中 TS T= R Z , 则 ( )1 , N
TH S R 为 Hilbert 空间．记

( )( )2 2 0, , NL L T≡ R 上的哈密顿算子 ( ) ( )2 2d d=− −A t U t , 

其定义域为 ( ) ( )2 , N
TD A H S= R , 则 A为一共轭算

子且具有如下特征值序列:  

1 2≤ ≤λ λ →∞ (按重数计算), 

其相应的特征函数 { }:je j∈N 构成 2L 的一组正交

基．记 A 为 A的绝对值, 1/ 2A 为 A 的开方, 则由椭

圆估计及文献[16]中定理 3.6, 有 

( ) ( )1/ 2 1 ,= N
TD A H S R ． 

因为 1λ 不一定大于 0 , 可对(1)式变形, 即两边

同时加上
_

uλ , 得 
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记算子 ( ) ( )2 2d d λ= − − +A t U t , A所对应的特

征值序列为 

1 2 .≤ ≤λ λ λ λ+ + →∞  

取
_
λ充分大, 使

_
1 0λ λ+ > , 则 0A > ．又因为(1)

式与(2)式同解 , 且记 ( ) ( ) 2, , / 2λ= +W t u W t u u , 如

果 ( ),W t u 满足 (W1)~(W4), 则 ( ),W t u 也同时满足

(W1)~(W4)且只需选一些新的相应常数即可． 
注 2  由(W1)可知, 

( ) ( ) 2, ,
2u uW t u W t u uλ⎛ ⎞

∇ = ∇ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  

          ( )1
1 1 ,a u uγ λ−+ +  

当 1≤u 时, ( ) ( ) ( )1
1 1, 1uW t u a u aγ λ λ−∇ + + + ⋅≤ ≤                    

( )11 γ −+ u ( )1
1 1a u γ −= + , 当 1u > 时 , ( ), ≤∇uW t u  

( )1 1
1 1 γ γλ− −+ +a u u ( )( )1

1 1≤
γλ −+ +a u ( )1

1 1a u γ −= + , 

其中 1 1a a λ= + , 故 ( ),W t u 满足(W1); 显然 ( ),W t u

也满足(W2)~(W4)．因此 , 下面不妨都假设 1 0λ > , 
从而 A是正算子． 

下面定义 ( )1 , N
TH S R 上一个新的内积及相应

范数如下:  

( ) ( )1/ 2 1/ 2
2

, ,=u v A u A v , ( )1/ 2,=u u u , 

则在 ( )1 , N
TH S R 上 1⋅ 与 ⋅ 等价, 其中 ( )2,⋅ ⋅ 为 2L 上

的一般内积．令 ( )1 , N
TE H S= R , 则 ( )( ), , ,E ⋅ ⋅ ⋅ 为所

研究的空间． 
由 Sobolev嵌入定理, 可以有如下结果. 

引理 1  [ )1,p∀ ∈ ∞ , E紧嵌入 ( )( )0, ,p NL T R 且

0pα∃ > , 使得 u E∀ ∈ ,  

≤αp pLu u , 

其中 pLu 为 ( )( )0, ,p NL T R 中的范数． 

系统(1)在 E上相应的泛函 :I E → R为 

( ) ( )( ) ( )2
0

1 , d
2

= − − =∫
T

I u u U t u u t J u  

( )21 ,
2

−u J u                   (3) 

其中 ( ) ( )
0

, d= ∫
T

J u W t u t．由条件(W1)可知, 存在常

数 2 0a > , 使得 ( ) ( ), 0, Nt u T∀ ∈ ×R , 都有 

( ) ( )1 2, ,≤
γ+ +W t u a u u a           (4) 

因此, 由(4)式及引理 1可知, I 及 J 是有定义的．  

命题 1  设 ( ),W t u 满足(W1), 则 ( )1 ,J C E∈ R 且

*:J E E′ → 是 紧 的 , 因 此 ( )1 ,I C E∈ R , 而 且

,u v E∀ ∈ ,  

( ) ( )
0

, , d ,′ = ∇∫
T

uJ u v W t u v t  

( ) ( )( ) ( )
0 0

, d , , d
T T

uI u v u v U t u v t W t u v t′ = ⋅ − − ∇ =∫ ∫  

( ) ( )
0

, , , d ,
T

uu v W t u v t− ∇∫  

且 I 在 E中的临界点恰为方程(1)的解[17-18]． 
下面将方程(1)解的存在性问题转化为求 I 的临

界点问题, 从而只要运用临界点理论证明 I 有一列

临界点 { }k ku ∈N满足 ( )kI u →∞即可知定理 1成立． 

2  主要结论的证明 

众所周知, 运用临界点理论来解决问题时(PS)
条件至关重要, 但本文的条件并不能保证(3)式定义
的 I 满足(PS)条件 , 这就需要寻找另一种途径来解
决这一问题 . 受文献[19]的启发 , 可以验证 I 满足
Cerami 条件, 虽然 Cerami 条件比(PS)条件弱, 但和
(PS)条件一样可以保证第一形变定理成立．下面给
出 Cerami条件及 Cerami条件下的喷泉定理—Bartsch
喷泉定理[20]． 

定义 1 [21]  若任一序列 { }nu 满足:  

( )sup n
n

I u < ∞ , ( ) ( )1 0,′+ →n nu I u  
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则称 { }nu 为 Cerami序列; 若 I 的任一 Cerami序列都

有收敛子列, 则称 I 满足 Cerami条件． 

设 E 是可分的 Banach 空间 , 其范数为 ⋅ 且

j jE X∈=⊕ N , 及 j∀ ∈N , dim jX < ∞ , 记 1
k

k j jY X==⊕ , 

k j k jZ X∞
== ⊕ ． 

命题 2 (Bartsch喷泉定理)  若 ( )1 ,I C E∈ R 且满

足 Cerami条件: ( ) ( )I u I u− = ．设对每个 k ∈N , ρ >k   

0>kr , 使 

(i) 当 k →∞时, ( )
,

inf
k k

k u Z u r
I uξ

∈ =
= → ∞ ;  

(ii) ( )
,

max 0≤
ρ

ζ
∈ =

=
k k

k u Y u
I u ,  

则 I 有一列趋于∞的临界值． 
因此, 将运用 Cerami条件下的喷泉定理来证明

本文的结论．此处 ( )1 , N
TE H S= R 且 { }spanj jX e= , 

其中{ }:je j∈N 为特征函数, kY , kZ 如上所述, 由命

题 2, 要证明本文的主要结论, 需证明以下 3个引理. 

引理 2  设 ( ),W t u 满足(W1)~(W3), 则泛函 I 满

足 Cerami条件． 
证  (i) 证明 Cerami 序列有界．反之, 若 Cerami

序列无界, 则由定义 1, c∃ ∈R , 及 E中序列{ }nu 满足 

( )nI u c→ , nu →∞且 ( ) * 0,′ ⋅ →n nE
I u u   (5) 

其中
*E

⋅ 是 ( )1 , N
TE H S= R 的对偶空间 *E 的范数 , 

则 

( ) ( )
0

1lim , , , d
2

T
u n n nn
W t u u W t u t
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⎝ ⎠∫  

( ) ( )1lim ,
2n n nn
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⎛ ⎞′− =⎜ ⎟
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            (6) 

记 /=n n nw u u , 则 nw 有界 , 且由 E的自反性及引

理 1 的紧嵌入, 故 nw 必有弱收敛子列, 不妨设                    

nw w→
弱

 in E , 

nw w→   in ( )( )0, ,s NL T R ( )1 ,s ∞≤ ≤     (7) 

( ) ( )nw t w t→ . .a e , [0, ]t T∈ , 

其中→
弱

表示弱收敛． 
当 0w ≡ 时, 类似于文献[22], 可以定义一列实

数 { }ns 使得 

( )
[ ]

( )
0,1

max ,n n ns
I s u I su

∈
=  

若有多个 ns 满足 , 则任取其中一个即可 , 0ρ∀ > , 

令 4n nw wρ= , 由 (W1)及 (7)式 , 可得 ( ), ≤W t u  

( )1 2
γ+ +a u u a 且 

( ) ( )
0 0

, d , d
T T

n nW t w t W t w t∫ ∫≤ ≤  

( )1 1 2 10 0
d 4 d

T T
n n na w a w a t a w tγ ρ+ + = +∫ ∫  

( )1 2 10 0
4 d 4 d

T T
n na w t a T a w w t

γ γρ ρ+ = − +∫ ∫  

( )1 20
4 d

T
na w w t a T

γ γρ − +∫ ,  

故 0M∃ > , 使得 ( )
0

, d <∫
T

nW t w t M ．于是当 n充分

大时,  

( ) ( ) ( )

( )

( )( )
( )

2
2

20
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2
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1 4
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4 4 4
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, d1 4 , d
2
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n
n
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u u u
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u u u
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u
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ρ ρ ρ

ρ

⎛
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⎜
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⎟ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎝ ⎠⎠

−
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∫

∫

∫
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( )
0

2 , d 2 .
T

nW t w t Mρ ρ− −∫ ≥  

当 ρ 充分大时, ( )≥ ρn nI s u , 且由 ρ 的任意性

可得 ( )n nI s u →∞．由 [ ]0,1ns ∈ , 又因为当 0s = 时 , 

( )0 0I = ; 当 1s = 时 , ( )nI u c→ , 则 ( )nI su 的最大

值在 ( )0,1 中取得, 故 ( )0,1ns ∈ ．因此当 n充分大时, 

( )d0
d

n

n n
s s

s I su
s =

= ( )( )′= =n n n nI s u s u  

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2

0

0

, d

, , d ,

T
n n n n n n

T
u n n n n

s u U t s u s u t

W t s u s u t

− −

∇

∫

∫
 

即          

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2

0

0

, d

, , d ,

T
n n n n n n

T
u n n n n

s u U t s u s u t
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∇

∫

∫
 

从而可得 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
0

2

0

1 , , , d
2

1 , d
2

T
u n n n n n n

T
n n n n n n

W t s u s u W t s u t

s u U t s u s u t

⎡ ⎤∇ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

− −

∫

∫
 

( ) ( ) ( )
0

, d .
T

n n n nW t s u t I s u n= → ∞ →∞∫      (8) 

另一方面, 因为 ( )0,1ns ∈ , 由(W3)知, 1≥μ∃ , 

使得 ( ) ( ), ,≥μ nW t u W t s u , 且由(8)式可得 
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( ) ( )
0

1 , , , d
2

T
u n n nW t u u W t u t⎡ ⎤∇ − =⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

( ) ( ) ( )
0 0

1 1, , 2 , d , d
2 2

T T
u n n n nW t u u W t u t W t u t⎡ ⎤∇ − =⎣ ⎦∫ ∫ ≥

( ) ( )
0 0

1 1 1, d , ,
2 2

T T
n n u n n n nW t s u t W t s u s u

μ μ
⎡= ∇ −⎢⎣∫ ∫  

( ), d ( ).n nW t s u t n⎤ → ∞ →∞⎥⎦
 

这与(6)式矛盾． 
当 w不恒为 0时, 由(5)式可得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

0

2 2
0 0

11 / , d
2

, d / 1/ 2 , d / ,

T
n n n n n

T T
n n n n

I u u u U t u u t
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ο ⎡= = − −⎢⎣
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∫ ∫
 

即 

( )
( ) ( ) ( ) 20

2 20 0

, d ,1 1 d .
2

T
n n

nw w
n n

W t u t W t u
w t

u u
ο

≠ =
− = = +

∫
∫ ∫         

(9) 
对于 [ ] ( ){ }0, 0t t T w tΓ∈ = ∈ ≠ 有 

( )w t =  lim ( ) lim lim 0nn
nn n nn n

uu
w t

u u→∞ →∞ →∞
= = > ． 

又由(5)式知, 当 nu →∞时, nu →∞ , 从而由

(W2), 得 
( ) 2

2

, n
n

n

W t u
w

u
→∞ ( )n →∞ ． 

由 Fatou 引理, 且 0Γ > ( Γ 为 Γ 的 Lebesgue

测度), 得 
( ) 2

20

,
lim d ≥

≠→∞ ∫
n

nwn
n

W t u
w t

u
 

( ) ( )2
20

,
lim d .

≠ →∞
→∞ →∞∫ n

nw n
n

W t u
w t n

u
     (10) 

另一方面, 由(W2), η∃ > −∞ , 使得对( ) [ ], 0,t v T∈ ×  
NR , 有 ( ) 2, / ≥ηW t v v , 又 

( )2 2

0 0
d d 0n nw w

w t w w t n
= =

= − → → ∞∫ ∫ , 

故 Λ∃ > −∞使得 

( ) ( )2 2
20 0

,
d d .n

n nw w
n

W t u
w t w t n

u
η Λ

= =
> −∞ →∞∫ ∫≥ ≥

 (11) 
由(9)~(11)式可得 

( ) ( ) ( ) 2
20 0

,1 1 d
2

≥ο
≠ =

− = +∫ ∫ n
nw w

n

W t u
w t

u
 

( ) 2
20

,
d Λ

≠
+ →∞∫ n

nw
n

W t u
w t

u
( )n →∞ , 

产生矛盾, 因此假设不成立, 即 Cerami序列有界． 
(ii) 证明该有界 Cerami序列{ }nu 有收敛子列．由

Riesz表示定理, 可以将 *:I E E′ → 及 *:J E E′ → 视为

:I E E′ → 及 :J E E′ → , 其中 *E 为 E 的对偶空
间．因为 { }nu 为 Cerami 序列 , 则 ( ) 0nI u′ → , 又

( ) ( ), ( )n n nI u v u v J u v′ ′= − , 故 

( ) ( )n n nu I u J u′ ′= + ．         (12) 

由 { }nu 为有界序列, 则其必有弱收敛子列, 不

妨设 nu u→
弱

, 由命题 1 中 :J E E′ → 的紧性 , 有
( ) ( )nJ u J u′ ′→ , 因此由(12)式可得 ( )nu J u′→ ．由弱

极限的唯一性得 ( )nu u J u′→ = , 即{ }nu 有收敛子列． 

引理 3  设 ( ),W t u 满足(W1), 则对每个 k ∈N , 

0kr∃ > , 使得, 当 k →∞时,  

( )
,

inf
k k

k u Z u r
I uξ

∈ =
= → ∞． 

证  由(W1), 0a∃ > , 使得 ( ) ( ), 1≤
γ+W t u a u , 

令
, 1

sup
k

k L
u Z u

u γβ
∈ =

= , 1, 2, ,k = 其中 Lγ⋅ 是 ( TL Sγ  

)NR 中的范数．由 kβ 的定义可知 , 当 k →∞ 时 , 

0kβ → ．否则 , 当 k →∞ 时 , 由 kβ 递减且 0kβ > , 
不妨设 0k cβ → > . 则 K∃ ∈N , 当 k K> 时 , 有

/ 2β >k c , 又 1ku = 且 E为 Hilbert空间, 故有 ku 有

弱收敛子列 , 不妨设 ku u→
弱

．又 ku Z∈ , 故 ku =  

( , )k j j
j k

u e e
∞

=
∑ ．对任意固定的 0j ∈N , 当 k充分大时, 

一定有 0k j> , 从而
0

( , ) 0k ju e = ．又 ( , )j j
j

u u e e
∞

=
= ∑

１

且

0 0
( , ) ( , ) 0k j ju e u e→ = , 由 0j 的任意性可得 0u = .由

嵌入 ( ), N
TE L Sγ→ R 的紧性 , 则在 ( ), N

TL Sγ R 中

0ku u→ = , 故 0k Lu γ → , 与 / 2γ >k Lu c 矛盾． 

由 kβ 的定义, ku Z∀ ∈ , 有 

( ) ( )( ) ( )2
0 0

1 , d , d
2

≥= − −∫ ∫
T T

I u u U t u u t W t u t  

21
2

≥γ
γ− −Lu a u aT 21

2
γγβ− −ku a u aT ．    (13) 

取 ( )1/(2 )
4k kr a

γγβ
−

= , ku r= , 由(13)式, 可得   

( ) 2 21 1
2 4kI u u a u aT u aTγγβ− − = − =≥  

( )2 /(2 )1 4 .
4 ka aT

γγβ
−

−                    (14) 

又因为 0kβ → 及 2γ > , 由(14)式, 当 k →∞时, 
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( )I u →∞ , 因此取 kξ 如下:  

( ) ( )
,

inf ,
k k k

k u Z u r
I u kξ

∈ =
= →∞ →∞ ． 

引理 4  设 ( ),W t u 满足(W2), 则对每个 k ∈N , 

0k krρ∃ > > , 其中 kr 由引理 3 给出 , 使得 ζ =k                   

( )
,

max 0≤
ρ∈ =k ku Y u

I u ． 

证   由 kY 的定义 , dim kY < ∞ , 又因为有限维

空间上各种范数等价, 故 0KC∃ > , ku Y∀ ∈ , 有 

( )( )2
0

1 , d
2

− =∫
T

u U t u u t  

2
2 2 2

0

1 d
2

≤ ≡ ∫
T

k kLu C u C u t ,        (15) 

其中 2L⋅ 是 ( )2 , N
TL S R 上的范数．由(W2)知, 0kR∃ > , 

当 ku R> 时 , ( ) 2, 2≥ kW t u C u ; 当 ≤ ku R 时 , 

( ) [ ], 0, Nt u T∈ ×R , 0kM∃ > , 使得 ( ), ≤ kW t u M ．取

22k k kM M C R= + , 则 ( ) [ ], 0, Nt u T∀ ∈ ×R , 有 

( ) 2, 2≥ −kW t u C u M ．         (16)  

由(15)式及(16)式, 对 ku Y∈ , 有 

( ) ( )( ) ( )2
0 0

1 , d , d
2

≤= − −∫ ∫
T T

I u u U t u u t W t u t  

2 2
2 22− + =k kL LC u C u MT 2

2
≤− +k LC u MT  

21
2

− +u MT ．                           (17) 

取 0k krρ > > 且 kρ 充分大, 由(17)式, 可得 

( )
,

max 0≤
ρ

ζ
∈ =

=
k k

k u Y u
I u ． 

定理 1 的证明  由(W4), ( )1 , N
Tu E H S∀ ∈ = R , 

有 ( ) ( )I u I u− = , 且由引理 2~4, I 满足 Cerami条件

且满足命题 2 中的条件(i)和(ii)．因此, I 有一列临

界点 { }k ku ∈N , 使得 ( )kI u →∞．定理 1证毕． 
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