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摘要: 在实 n维欧式空间 Rn中利用上 Dini方向导数构造了Minty型似变分不等式的间隙函数 ( )G x , 并在此
基础上讨论了 Stampacchia型和 Minty型这两类似变分不等式的解与 ( )G x 的关系, 得到了 2类似变分不等式
解集相等的 1个充分条件. 
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0  引  言 

变分不等式理论是解决经济、优化、工程和运

筹学的有力工具. 变分不等式的一个重要推广形式
就是似变分不等式(记为VLI ), 是指寻找向量 S∈x , 
满足 

T( , ) ( ) 0Fη ≥y x x , S∀ ∈y , 

其中 ( ) ( )F f ′=x x , nS ⊆ R . J. Parida等[1]讨论了可

微形式的VLI 解的存在情况并推广了VLI 和可微凸
规划之间的关系. 但现实中优化问题的目标函数不
一定可微. 因此, 就产生了用方向导数定义的变分
不等式, 如 G. P. Crespi等[2-3]介绍了下 Dini方向导
数形式的 Minty 变分不等式, 并将其应用推广到非
可微情形. 随后, V. I. Ivanov[4]将下 Dini方向导数
形式的变分不等式的应用推广到非可微伪凸情形 , 
并分别给出了 Stampacchia 变分不等式和 Minty 变
分不等式解集的刻画. 最近, Liu Cai-ping等[5]介绍

了上 Dini方向导数形式的 Stampacchia 型和 Minty
型似变分不等式, 并给出了这 2类似变分不等式解
集的刻画 . 本文在文献 [5]的基础上 , 利用上 Dini
方向导数构造了Minty型似变分不等式的间隙函数

( )G x , 并在此基础上讨论了 Stampacchia 型和

Minty 型这 2 类似变分不等式的解与 ( )G x 的关系, 
最后得到 2类似变分不等式解集相等的 1个充分条
件, 丰富了文献[5]的结果. 

1  预备知识 

设 nR 是实 n维欧式空间, S 是 nR 的非空子集, 

:f S → R是实值函数, : nS Sη × → R 是向量值函数. 

定义 1[6]  设集合 nS ⊂ R , 如果 : nS Sη∃ × → R , 

使得 , S∀ ∈x y , [0,1]λ∀ ∈ , 有 ( , ) Sλη+ ∈y x y , 则称
S 是η -不变凸集. 

定义 2[7]  如果 , S∀ ∈x y ,  : nS Sη × → R 满足

( , ) ( , )η η+ = 0x y y x , 则称η是反对称函数. 
注 1  若 , S∀ ∈x y 满足 =x y , 显然 ( , )η = 0x x . 

条件 C[8]  , S∀ ∈x y , [0,1]λ∀ ∈ , : nS Sη × → R

满足 
( , ( , )) ( , )η λη λη+ = −y y x y x y , 

( , ( , )) (1 ) ( , )η λη λ η+ = −x y x y x y . 

定义 3[9]  设函数 : nh →R R , 

(i) 如果 n∀ ∈Rx , 0r∀ > , 有 ( ) ( )h r rh=x x , 则

称 h是正齐次的;  

(ii) 如果 { }\n∀ ∈R 0x , 有 ( ) ( ) 0h h+ − ≥x x , 则

称 h是次奇性的. 

定义 4  函数 :f S→R在点 S∈x 处沿方向 n∈Rd 的

上 Dini方向导数定义为 

0

( ) ( )( ; ) limsup
t

f t ff
t+

+
→

+ −′ =
x d xx d , 

其中 { }( ; ) : nf S+′ × → ±∞R R∪x d . 
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显然由定义可知, f+′关于第 2 个变量是正齐次

的, 即 0 ( ; ) ( ; )f fλ λ λ+ +′ ′∀ =，≥ x d x d . 

定义 5  设双变量函数 { }: nh S× → ±∞R R∪ , : Sη   
nS S× → R , 若 , S∀ ∈x y , 满足 
( ; ( , )) 0 ( ; ( ; )) 0h hη η⇒≥ ≤x y x y x y , 

则称 h在 S 上是η -伪单调的. 

定义 6  Stampacchia 型似变分不等式 [10](记为

SVLI )是指寻找向量 * S∈x , 满足 
* *( ; ( , )) 0f η+′ ≥x x x , S∀ ∈x . 

定义 7  Minty 型似变分不等式[11](记为MVLI )
是指寻找向量 * S∈x , 满足 

*( ; ( , )) 0f η+′ ≤x x x , S∀ ∈x . 
注 2  把 SVLI和MVLI 的解集分别记为 

{ }* * * *: ( ; ( , )) 0,C S f Sη+′= ∈ ∀ ∈≥x x x x x , 

{ }* * *: ( ; ( , )) 0,C S f Sη+′= ∈ ∀ ∈≤x x x x x . 

下面给出MVLI 间隙函数的定义. 

定义 8  如果函数 : np S ⊂ →R R满足 
(i) ( ) 0,p S∀ ∈≥y y ;  
(ii) ( ) 0p =y 且 S∈y 当且仅当 y是MVLI 的1个解,  

则称 p是MVLI 的一个间隙函数. 

2  主要结果 

定理 1  称函数 { }( ) : sup ( ; ( , )) :G x f Sη+′= ∈c x c c , 

S∈x 是MVLI 的间隙函数, 其中η是反对称函数[12]. 

证  (i) 取 S= ∈x c , 则 

+0

( ( , )) ( )( ; ( , )) limsup 0
t

f t ff
t

ηη+
→

+ −′ = =
c c c cc c c , 

所以 

{ }( ) sup ( ; ( , )) : 0G f Sη+′= ∈ ≥x c x c c , S∀ ∈x . 

(ii)必要性  假设 * S∃ ∈x 使得 *( ) 0G =x ,  即

*( )G =x { }*sup ( ; ( , )) : 0f Sη+′ ∈ =c x c c , 从而 

*( ; ( , )) 0f η+′ ≤c x c , S∀ ∈c , 
由定义 7可知, *x 是MVLI 的解. 

充分性  若 *x 是MVLI 的1个解, 由定义7可知,  

*( ; ( , )) 0f η+′ ≤x x x , S∀ ∈x , 
等价于 

{ }*max ( ; ( , )) 0
S

f η+
∈

′ =
c

c x c . 

又由(i)知, S∀ ∈x 有 ( ) 0G ≥x , 因此 

{ }*( ) min max ( ; ( , )) 0
S S

G f η+
∈ ∈

′= =
x c

x c x c . 

定理 2  设η是反对称函数, 定义 

{ }( ) : : ( ; ( , )) ( )x S f GΛ η+′= ∈ =c c x c x , 

{ }: arg min ( ) :H G S= ∈x x , 

则 

(i) * * * * *( ) 0 ( )C G Λ∈ ⇔ = ⇔ ∈x x x x ;  

(ii) *C H⊆ ;  

(iii) * *C∀ ∈x , *
*( )C Λ⊆ x ;  

(iv) 如果 f+′在η -不变凸集 S 上是η -伪单调的, 

那么 * *C∀ ∈x , * *( )C Λ⊆ x . 

证   (i) 由间隙函数的定义可知 , * *C∈ ⇔x  

*( ) 0G =x 显然成立. 

因为 * *C∀ ∈x , * * *( ; ( , )) 0f η+′ =x x x , 则 

* * * * *( ) 0 ( ; ( , )) ( ) 0G f Gη+′= ⇔ = =x x x x x * *( )Λ⇔ ∈x x . 

(ii) 设 * *C∀ ∈x , 由 (i)可知 , *( ) 0G =x , 又

S∀ ∈x , ( ) 0G ≥x , 因此 * H∈x . 

(iii) 设 * *C∀ ∈x , 由 (i)可知 , *( ) 0G =x .设
* *C∀ ∈x , 由定义 6知,  

* *
*( ; ( , )) 0f η+′ ≥x x x , * * .C S∀ ∈ ⊆x     (1) 

又因为 

{ }* *
* * *( ; ( , )) sup ( ; ( , )) : ( ) 0.f f S Gη η+ +′ ′ ∈ = =≤x x x c x c c x  (2) 

由(1)式和(2)式可得 
* *

* *( ; ( , )) ( )f Gη+′ =x x x x , 

因此 *
*( )Λ∈x x . 

(iv) * *C∀ ∈x , 有 * *( ; ( , )) 0f η+′ ≥x x x , S∀ ∈x . 

又 f+′在 S上是η -伪单调的,  
*( ; ( , )) 0f η+′ ≤x x x , ,S∀ ∈x  

所以 *
*C∈x , 结合(iii)可知, * *( )C Λ⊆ x . 

定理 3  设 nS ⊂ R 是η -不变凸集, 且设 ( )f =x  
1 * * *
0

( ( , ); ( , ))df v vη η+′ +∫ x x x x x , *, S∈x x , 若满足  

(a) η是反对称函数且满足条件C ;  

(b) f+′关于第 2个变量是次奇性的;  

(c) , S∀ ∈x y , 映射 ( ( , ); ( , ))v f vη η+′→ +y x y x y

在 0+处是连续的,  

那么 

(i) 如果 f 在 *x 处取得最小值, 则 * *C∈x , 

(ii) 如果 *
*C∈x , 则 f 在 *x 处取得最小值, 并

且 * *C∈x . 

证  (i) 若 f 在 *x 处取得最小值, 则 [0,1]t∀ ∈ , 

S∀ ∈x 有 ( * ( , *)) ( *)f t fη+ ≥x x x x . 
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根据定义 4得 
* * *

* *

0

( ( , )) ( )( ; ( , )) limsup 0
t

f t ff
t

ηη
+

+
→

+ −′ = ≥
x x x xx x x , 

即 
* *( ; ( , )) 0f η+′ ≥x x x , S∀ ∈x , 

因此 * *C∈x . 

(ii) 若 *
*C∈x , 由定义 7 知, ( , ) (0,1]v S∀ ∈ ×x , 

有 
* * * * *( ( , ); ( , ( , ))) 0f v vη η η+′ + + ≤x x x x x x x , 

由于η满足条件C , 则有 
* * *( ( , ); ( , )) 0f v vη η+′ + − ≤x x x x x . 

因为 f+′关于第 2个变量是次奇性的并且是正齐

次的,  
* * *

* * *

( ( , ); ( , ))

( ( , ); ( , )) 0,

f v v

f v v

η η

η η
+

+

′ +

′− + −

≥

≥

x x x x x

x x x x x
 

即 
* * *( ( , ); ( , )) 0.f vη η+′ + ≥x x x x x       (3) 

不等式(3)两边同时积分得 
1 1* * *
0 0

1 * * * * *
0

( ( , ); ( , ))d 0d =

( ( , ); , ( , ))d ,

f v v v

f v v

η η

η η

+

+

′ +

′ +

∫ ∫

∫

≥x x x x x

x x x x x
 

即 
*( ) ( )f f≥x x , S∀ ∈x . 

由于 , S∀ ∈x y , 映射 ( ( , ); ( , ))v f vη η+′→ +y x y x y

在 0+处是连续的, 对(3)式, 令 0v +→ 得 
* *( ; ( , )) 0f η+′ ≥x x x , S∀ ∈x , 

因此 * *C∈x . 
定理 4  设 S 是η -不变凸集, 若满足 

(i) η满足条件C ;  

(ii) f+′在 S 上是η -伪单调的;  

(iii) f+′关于第 2个变量是次奇性的;  

(iv) , S∀ ∈x y , 映射 ( ( , ); ( , ))v f vη η+′→ +y x y x y

在 0+处是连续的,  

则 *
*C C= . 

证  先证 *
*C C⊆ .由定理 2 中(iv)的证明可知, 

*
*C C⊆ 显然成立. 

下证 *
*C C⊆ . * *C∀ ∈x , 有 *( ; ( , )) 0f η+′ ≤y x y , 

S∀ ∈y . 由于 S 是η -不变凸集, 令  

* *( , )vη= +y x x x , (0,1)v∀ ∈ , ,S∀ ∈x  
则有 

* * * * *( ( , ); ( , ( , ))) 0f v vη η η+′ + + ≤x x x x x x x , 

由条件C知 

* * *( ( , ); ( , )) 0.f v vη η+′ + − ≤x x x x x  
由于 f+′关于第 2个变量是次奇性的并且是正齐

次的,  

* * *

* * *

( ( , ); ( , ))
( ( , ); ( , )) 0,

f v v
f v v

η η
η η

+

+

′ +
′− + −

≥

≥

x x x x x
x x x x x

 

即 

* * *( ( , ); ( , )) 0f vη η+′ + ≥x x x x x . 

又因为映射 ( ( , ); ( , ))v f vη η+′→ +y x y x y 在 0+处

是连续的, 令 0v +→ , 则有 

* *( ; ( , )) 0f η+′ ≥x x x , 

故 *
* C∈x . 
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The Properties of the Solution in Stampacchia-Type and 
Minty-Type Variational-Like Inequalities 

ZHAO Liang, LIU Xue-wen* 

(College of Mathematics Science, Chongqing Normal University, Chongqing 401331, China) 

Abstract: Gap function G(x) of the Minty-type variational-like inequalities was constructed by upper Dini direc-
tional derivative in a real n-dimensional Euclidean space. And some relations between solutions of Stampac-
chia-type and Minty-type variational-like inequalities and G(x) are investigated. A sufficient condition of two class 
of variational-like inequality solution sets equal is obtained. 
Key words: solution set; pseudomonotone; gap function; variational-like inequalities 
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Infinitely Many Periodic Solutions for a Class of Superquadratic  
Second Order Hamiltonian Systems 

LI Fang, ZHANG Qing-ye* 

(College of Mathematics and Infomatics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: By means of fountain theorem in critical point theory, the multiple periodic solution problem for a class 
of second order Hamiltonian systems is studied, and infinitely many large energy solutions are obtained, which en-
riches and generalizes the existing results．     
Key words: superquadratic; second order Hamiltonian system; periodic solution; Cerami’s condition; fountain 
theorem 
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