
第 36卷 第 6期 江西师范大学学报(自然科学版) Vol. 36 No.6 
2012年 11月 Journal of Jiangxi Normal University (Natural Science) Nov. 2012 

                                     

收稿日期: 2012-09-20 
基金项目: 国家自然科学基金(71001046), 江西省自然科学基金(20114BAB211004)和江西师范大学青年成长基金(4498)资助项目. 
作者简介: 温利民(1979-), 男, 江西石城人, 副教授, 博士, 主要从事精算学的研究. 

 
文章编号: 1000-5862(2012)06-0603-05 

聚合风险模型下的信度估计 
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摘要: 利用信度理论的方法, 建立了 Bayes 聚合风险的信度模型, 得到未来年总索赔的信度保费. 进一步地, 
在多合同模型下, 提出了结构参数的无偏估计, 并证明了这些估计的统计性质.  
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0  引言 

在保险精算中, 往往利用往年的索赔记录来预

测下一年的索赔情况, 由此来制定保费. 在个体风

险模型中 , 记风险 ( )1 2, , , nX X X X ′= " 为前 n年的

索赔观测值. 假设风险 X 由参数 θ 来标识, 当 θ 给

定时, 1 2, , , nX X X" 独立同分布于 ( ),Xf x θ . 精算师

的目标是利用样本 ( )1 2, , , nX X X X ′= " 估计 1nX + 的

值, 称为保费估计. 由于风险的非齐次性[1], 风险参

数θ可假设为随机变量. 根据 Bayes定理, 基于平方

损失下的 Bayes保费 

k
1 1

B
n nX E X X+ += ⎡ ⎤⎣ ⎦  

是 1nX + 最优预测, 然而 Bayes保费[2-3]依赖于样本分

布 ( ),Xf x θ 与先验分布 ( )π θ 的全部信息. 在实际中, 

往往很难确定先验分布 ( )π θ 的具体形式. 解决这个

问题就是将 1nX + 的预测限定在 1 2, , , nX X X" 的线性

函数中, 使得平方损失函数 
2

1 0
1

n

n i i
i

E X a a X+
=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  

达到最小, 得到最优预测(估计)可表示为 

n ( )1 + 1
C

nX Z Z+ = × − ×样本索赔均值 先验保费 , 

保费估计n
1

C
nX + 由于其具有加权的形式 , 权重

Z0≤ ≤1 , 且当 n 越大 , Z 越接近于 1, 因此称 

n
1

C
nX + 为信度保费[4-5].  

但是, 在非寿险保险中,单个风险在1年内可能导

致多次索赔, 记 ijX 为该风险在第 i年内的第 j次索赔, 

1, 2, , ij N= " , 其中 iN 为该风险在第 i年的索赔次数. 

记
1

iN

i ij
j

S X
=

= ∑ 为风险在第 i 年的总索赔, 这种模型被

称为聚合风险模型[6]. 在聚合风险模型中, 一般认为

索赔次数 iN 服从参数为θ 的 Poisson 分布, 且参数θ

为随机变量, 具有先验分布 ( )π θ . 因此, 对未来年的

索赔 1nS + 的预测就落入了 Bayes框架. 类似于个体风

险模型, 未来年的总索赔 1nS + 的Bayes估计(预测) 涉

及到先验分布的选取问题. 本文结合信度理论的方法, 

研究聚合风险模型下保费的信度估计问题.  

1  Bayes 聚合风险模型 

考虑一份非寿险保单合同, 对该合同有 n年的

索赔记录 . 假设该合同在每年有若干次索赔发生 . 

用 iN 表示第 i年的索赔次数, 设 ijX 为第 i年内第 j

次的索赔额. 因此, 第 i年内的总索赔额为 

1
, 1, 2, , ,

iN

i ij
j

S X i n
=

= =∑ "  

称该风险模型为聚合风险模型. 一般地, 在聚合风
险模型中 , 常假设索赔次数 iN 服从 Poisson 分布 , 
参数为 θ . 由于风险的非齐次性 , 认为 θ 为随机变
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量, 服从某个先验分布 ( )π θ , 称 θ 为风险参数. 因

此, 对未来年的保费定价落入了 Bayes框架.  
本文考虑 Bayes框架下的聚合风险模型 , 模型

的假设如下:  

假设1  在聚合风险模型中 , 索赔额 { ,ijX  

}, 1, 2,i j = " 与索赔次数{ }, 1, 2,tN t = " 相互独立;  

假设2  给定风险参数 θ 下 , 每年的索赔次数

1 2, ,N N "相互独立, 并服从 ( )Poisson θ 分布;  

假设3  索赔额 { }, , 1, 2,ijX i j = " 的分布与风险

参数θ无关, 且具有相同的分布 ( )XF x ;  

假设4  θ为随机变量, 具有先验分布 ( )π θ .  

根据假设1~4, 引入下列记号:  

( ) ,ijE X μ=  ( ) 2Var ijX σ= , ( ) 0 ,E θ θ= ( ) 2Var θ τ= . 

引理1  (i)聚合风险 iS 的期望为 

( ) 0 ;iE S μθ=                 (1) 

(ii) 聚合风险 iS 与 jS 的方差协方差为 

( ) ( )2 2 2 2
0

2 2

, ,
Cov ,

,                        ,
i j

i j
S S

i j

θ μ σ μ τ

μ τ

⎧ + + =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

     (2) 

(iii) 若记 ( )1 2, , , nS S S S ′= " , 则有 

( ) 2 2
1, ,n nS S μ τ+ ′=Cov 1             (3) 

( ) ( )2 2 2 2
0, ,n n nS S θ μ σ μ τ ′= + +Cov 1 1I     (4) 

( ) ( )
1

2 2
0

, nS S
θ μ σ

− = −
+

Cov
I

 

( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2 2 2
0 0

,n n

n

μ τ

θ μ σ θ μ σ μ τ

′

+ + +

1 1
  (5) 

其中 n1 表示分量全为1的 n维列向量, nI 表示 n n×

维单位矩阵.  

证  容易验证(1)式. 由条件期望公式有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
1 1

2 2 2 2
0

2 2

Cov , Cov , Cov ,

Cov , Cov ,

, ,

,                       ,

i i

i j i j i j

N N

ik jl
k l

S S E S S E S E S

E X X

i j

i j

θ θ θ

θ μθ μθ

θ μ σ μ τ

μ τ

= =

⎡ ⎤= + =⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞

+ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎧ + + =⎪
⎨
⎪ ≠⎩

∑ ∑  

则得(2)式. 因此, 可得(3)式和(4)式. 由求逆公式[7] 

( ) ( ) 11 1 1 1 1 1−− − − − − −+ = − +A BCD A A B C DA B DA  

可得(5)式.  

2  聚合风险模型的保费估计     

在前面的假设下, 本文的目标是基于前 n年的
索赔样本预测第 1n + 年的聚合损失 1nS + .  

根据 Bayes定理, 预测均值 ( )1 1 2, , ,n nE S S S S+ "

是 1nS + 的最优预测, 称为 Bayes保费, 记为n
1

B
nS + .  

注意到 
n ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 2, , , , , , d

B
n n n n nS E S S S S E S S S Sθ π θ θ+ + += = =∫" "

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

d / d ,
n n

i i
i i

f S f Sμ θπ θ θ θ π θ θ θ
= =
∏ ∏∫ ∫  

显然 , 在聚合风险模型下 , 难以得到 Bayes 保费

n
1

B
nS + 的显示表达式.  

解决这个问题的一个可行办法就是将 1nS + 的预

测限定在某些特定的函数类中, 得到的最优预测称
为信度估计/预测[8]. 

本文将 1nS + 的预测限定在 1 2, , , nS S S" 的线性函

数中, 记 

( ) 0
1

,1 , 0,1, 2, , ,
n

i i i
i

L S a a S a i n
=

⎧ ⎫⎪ ⎪= + ∈ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ R "  

即求解 
2

1 0, 0,1, , 1
min

i

n

n i ia i n i
E S a a S+

∈ = =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑
R "

 

得到的预测称为信度估计, 记为n
1

C
nS + . 

根据文献[6], 1nS + 的非齐次信度估计其实就是

1nS + 在 ( ),1L S 上的正交投影 , 即n*
1nS + =  ( 1npro S +  

( )),1L S , 且有下面的结论.  

引理2  随机变量 1nS + 在基于样本 S 的线性函

数下的非齐次信度估计实际上就是 Y 在 ( ,1)L S 上的

正交投影, 并且有下面的投影公式  

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

1
1

,1

, , .

n n

n

pro S L S E S

S S S S S ES

+ +

−
+

= +

−Cov Cov
 

由引理1和引理2, 得到聚合风险模型的信度估
计, 叙述为下面的定理.  

定理1  在假设1~4下, 未来索赔 1nS + 的信度估

计为 
n ( )1 01 ,

C
nS Z S Z μθ+ = + −  

其中 

( )
2 2

2 2 2 2
0

nZ
n

μ τ
μ τ θ μ σ

=
+ +
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为信度因子.  
证  由引理1以及引理2可得 

n ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1
1 1 1

2 2
0 2 2

0

2 2

02 2 2 2 2 2
0 0

2 22 2 0
02 2 2 2 2 2 2 2

0 0

0

, ,

1 .

C
n n n

n
n

n n
n

S ES S S S S S ES

S
n

n S
n n

Z S Z

μθ μ τ
θ μ σ

μ τ
μθ

θ μ σ θ μ σ μ τ

θ μ σμ τ μθ
μ τ θ μ σ μ τ θ μ σ

μθ

−
+ + += + − =

⎛
⎜′+ ⋅ −
⎜ +⎝

⎞
′ ⎟ − =⎟+ + + ⎟

⎠

+
+ =

+ + + +

+ −

Cov Cov

1

1 1
1

I

 

注2  由于信度因子
( )

2 2

2 2 2 2
0

nZ
n

μ τ
μ τ θ μ σ

=
+ +

, 

则显然有0≤Z≤1, 以及当 n →∞时有 1Z → ; 且当
0,n → 时, 有 0Z → . 这符合传统信度的解释, 样本

数据容量越大, 样本均值越可靠.  

3  多合同聚合风险模型以及结构参

数估计 

在实际问题中, 风险参数的先验分布 ( )π θ 是未

知的, 所以结构参数 2 2
0, , ,μ τ θ σ 都是未知的. 因此, 

这时必须有相同类型的保单组合数据, 从而建立多

合同模型, 利用这些数据估计结构参数[9].  

3.1  多合同聚合风险模型 
考虑 M 份保险合同 , 在精算学中也表示 M 个

风险. 每份合同有 n年的索赔记录. 对于第 i个保险

合同 , 用 ijN 表示第 i 个合同在第 j 年的索赔次数 , 

以 ijkX 表示第 i 个风险在第 j年中第 k 次的索赔额, 

这里 1, 2, , , 1, 2, , , 1, 2, , iji M j n k N= = =" " " , 则 

1

ijN

ij ijk
k

S X
=

= ∑  

表示第 i个风险第 j年的总索赔量.  

类似于单合同模型, 给出如下假设与符号约定,  

假设5  索赔额 { }, , , 1, 2,ijkX i j k = " 与索赔次数

{ }, , 1, 2,stN s t = " 相互独立.  

假设6  对第 i 个风险 , 在给定风险参数 θ 下 , 
每年的索赔次数 1 2, ,i iN N " 相互独立 , 并服从

( )Poisson iθ 分布.  

假设7  索赔额 { }, , , 1, 2,ijkX i j k = " 的分布与风

险参数 iθ 无关, 且具有相同的分布 ( )XF x . 

假设8  iθ 为相互独立的随机变量 , 具有共同

的先验分布 ( ).π θ   

假设9  不同的保险合同风险之间是相互独立的.  
类似地, 在聚合风险的多合同模型下, 为了估

计第 i个风险的保费, 求解下面的最小化问题 

0

2

, 1 0, 1 1 1
min .

ij

ijk

NM n

i n ijk ijka a R i j k
E S a a X+

∈ = = =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟− −
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑∑  

定理2  在假设5~9下的多合同聚合风险模型 , 
第 i个风险的信度估计为  

n ( ), 1 0 ,
C

i n iS Z S I Z μθ+ = + −  

其中
1

1 n

i ij
j

S S
n =

= ∑ , 
( )

2 2

2 2 2 2
0

nZ
n

μ τ
μ τ θ μ σ

=
+ +

. 

证  类似于定理1的证明, 故略.  
3.2  结构参数的估计 

在多合同模型中 , 对结构参数 2 2
0, , ,μ τ θ σ , 分

别提出以下的估计.  

命题1  风险参数的均值 0θ 的无偏估计是 l0 =θ  

1

1 M

i
i

N
M =
∑ , 且当M →∞时, l0θ 是 0θ 的相合估计.  

证  记
1

n

i ij
j

N N
=

= ∑i , 则 

( ) ( ) ( ) 0 ,i i i iE N E E N E n nθ θ θ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦i i  

因此有  

( ) 0
1 ,i iE N E N
n

θ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

i  

则 l( ) ( )0 0
1

1 M

i
i

E E N
M

θ θ
=

= =∑ . 

下面证明 l0θ 的相合性. 由条件方程公式, 有 

( ) ( ) ( )Var Var Vari i i i iN E N E Nθ θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦i i i  

( ) ( ) 2 2
0Var ,i in E n n nθ θ τ θ+ = +                        

因此有               

( ) 2 01Var Var ,i iN N
n n

θ
τ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
i        (6) 

则当给定的 n , 有  

( ) 2

1
Var /k

k
N k

∞

=
< ∞∑ . 

由科尔莫格罗夫大数定理知, l .
0 0

a sθ θ⎯⎯→ . 
命题2  当 0θ 已知时, 聚合均值 μ 的1个无偏估

计为 
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l
0 1 1

1 M n

ij
i j

S
Mn

μ
θ = =

= ∑∑ , 

当 0θ 用其估计 l
0θ 替换 , 则当 M →∞ 时 , lμ =  

l
1 10

1 M n

ij
i j

S
Mnθ = =

∑∑ 是 μ 的相合估计.  

证  记 ( )11 1 1 1, , , , , , , , , ,N i in M MnN N N N N N N= " " " " " . 

因为 

( ) ( )

( )
1

0 ,

ijN

ij ijk ij
k

ij i

E S E E X N E N

E E N

μ

μ θ μθ

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= = =

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤ =⎣ ⎦

∑
 

则有                   

l( ) ( )
0 1 1

1 M n

ij
i j

E E S
Mn

μ μ
θ = =

= =∑∑ . 

因此当 0θ 取真值时, lμ 为 μ 的无偏估计, 下面

证明 lμ 的相合性. 注意到 l
0 1

1 M

i
i

S
M

μ
θ =

= ∑ 可看成独立

同分布随机变量的均值, 其中
1

1 n

i ij
j

S S
n =

= ∑ . 由于 

( )
1 1 1

1 1 ijNn n

i ij ijk i
j i k

E S N E S N E X N N
n n

μ
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑∑ i  

以及 

( )
2

2
1 1 1

1 1Var Var Var
ijNn n

i ij ijk i
i i k

S N S N X N N
n nn

σ

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑∑ i , 

则有 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

2
2 2 2

0

2
2 2 2 2 2

0 0 0

Var Var Var

Var

,

i i i

i i

S E S N E S N

N E N n n
n

n n n
n

σμ μ τ θ

σ θ μ τ θ μ θ σ

= + =

⎛ ⎞
+ = + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + +

i i  

因此有 

( ) 2

1
Var / .k

k
S k

∞

=
< ∞∑  

由科尔莫格罗夫强大数定律知,  
.

1 1

1 1 0
M M

a s
i i

i i
S E S

M M= =

⎛ ⎞
− ⎯⎯→⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . 

又由命题1知 l .
0 0

a sθ θ⎯⎯→ , 再由Slutsky定理知
l .a sμ μ⎯⎯→ .  

命题3  结构参数 2τ 的1个无偏估计为 

l ( ) l2
2 0

1

1
1

M

i
N N

M n
θ

τ
=

= − −
− ∑ , 

其中
1 1

1,
M n

i
i ij

i j

N
N N N

n Mn = =
= = ∑∑i , 且当 ( )4

11E N < ∞

时, l2τ 是M →∞的相合估计.  

证  由(6)式知, ( ) 2
0Var /iN nτ θ= + , 且 

( ) ( ) 2 0

1

1 1 1Cov , Cov , Var
M

i i i i
i

N N N N N
M M M n

θ
τ

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ,  

则有 

( ) ( ) ( ) ( )2

2
2 20 0 0

2 0

Var Var 2Cov ,

12

1 ,

i i iE N N N N N N

n M Mn M n

M
M n

θ θ θττ τ

θ
τ

− = + − =

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

− ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因此 

l( ) ( ) l( )
2

2 2
0

1

1 1
1

M

i
i

E E N N E
M n

τ θ τ
=

= − − =
− ∑ . 

由此证明了估计的无偏性, 下面证明估计的相
合性.注意到 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

0 0
1 1

22
0 0

1

1 1

1 ,

M M

i i
i i
M

i
i

N N N N
M M

N N
M

θ θ

θ θ

= =

=

− = − + − =

− − −

∑ ∑

∑
 

则只须证明 

( ) ( )2 2 .
0 0

1

1 0
M

a s
i i

i
N E N

M
θ θ

=

⎡ ⎤− − − ⎯⎯→⎢ ⎥⎣ ⎦∑  

即可 . 由科尔莫格罗夫强大数定理 , 只须证

( )2 2
0

1
Var /k

k
N kθ

∞

=

⎡ ⎤− < ∞⎢ ⎥⎣ ⎦∑ , 而 

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )(
( ) ) ( )

4
2 4

0 0 0
1

0 0 0 04
1 1 1 1

4 4 4
0 0 04

1 1 1 1

4 4
0 11

1Var

/4 .

n

k i ij
j

n n n n

ij it is ik
j t s k

n n n n

ij it is
j t s k

ik

N E N E N
n

E N N N N
n

E N N N
n

N E N

θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ

=

= = = =

= = = =

⎡ ⎤⎡ ⎤− − = −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦

⎡ − + − + − +⎢⎣

⎤− = − <∞⎥⎦

∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

≤ ≤

１
≤

１

 

所以有 l .2 2a sτ τ⎯⎯→ . 

命题 4  索赔额方差 2σ 的1个无偏估计是 

m ( )2

1 1 1

1
1

ijNM n ijk i

ii j k

X X

M N
σ

= = =

−
=

−∑∑∑
i

, 

其中
1 1

/
ijNn

i ijk i
j k

X X N
= =

= ∑∑ i .  
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证  记第 i个合同的样本方差 

( )

( ) ( )

22

1 1

2
2

1 1 1

1
1

1 ,
1

ij

ij

Nn

i ijk i
i j k

Nn n

ijk ij i
i j k j

Y X X
N

X N X
N

μ μ

= =

= = =

= − =
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥−
⎣ ⎦

∑∑

∑∑ ∑

i

i

 

则有 

( ) ( )

( ) ( )

( )

22

1 1

2
2

1 1 1

2
2

1

1
1

1
1

.

ij

ij

Nn

i ijk
i j k

Nn n

ij i ijk
ij j k

n

ij i
j

E Y E X
N

N X E E X
N

N X N

μ

μ μ

μ σ

= =

= = =

=

⎛ ⎡
⎜= − −⎢
⎜ − ⎢⎣⎝

⎛⎞ ⎛⎤ ⎡
⎜⎟ ⎜⎥− = − −⎢

⎜⎜⎟ −⎥ ⎢⎣⎦ ⎝⎠ ⎝
⎞⎞⎤
⎟⎟⎥− =
⎟⎟⎥⎦ ⎠ ⎠

∑∑

∑ ∑∑

∑

i

i
 

因此有 
m( )2 2 2

1

1 M

i
i

E E Y
M

σ σ
=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

故得到 , 1i nS + 的经验 Bayes信度估计为 
k l l( ) ll, 1 01 ,i n iS Z S Z μθ+ = + −  

其中 l
ml

l m m( ) ml

2 2

2 2 2 2
0

nZ
n

μ τ

θ μ σ μ τ
=

+ +
. 注意到k, 1i nS + 不再依

赖未知参数, 因此可以直接用于实际问题.  

4  结束语 

聚合风险模型是非寿险精算中用来刻画总索赔

最普遍的模型 . 本文建立了Bayes框架下的聚合风
险模型, 利用信度理论的思想得到了聚合风险总索 

赔额的信度保费公式. 结论表明, 聚合风险的信度
保费能表达为信度的加权的形式; 同时提出了结构
参数的估计, 得到了经验信度估计, 从而使得给出
的保费估计能直接运用于实际.  
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The Credibility Estimation for the Collective Models 
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Abstract: The credibility premium of aggregate claim in Bayes collective risk model are derived based on the 
credibility theory. Moreover, in the models of multitude contract data, the correspo nding unbiased estimators are 
suggested for the unknown structure parameters. And some statisti cal properties of those estimators are proved. 
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