
第 36卷
 

第 6期 江西师范大学学报(自然科学版) Vol. 36 No.6 

2012年 11月 Journal of Jiangxi Normal University (Natural Science) Nov. 2012 

                                     

收稿日期: 2012-09-11 

基金项目: 国家“973”计划(2010CB530602, 2010CB530603), 国家“863”计划 (2012AA02A609)和国家自然科学基金(81160424)资

助项目. 

作者简介: 廖春华(1972-), 江西南昌人, 讲师, 硕士, 主要从事形式化方法的研究.  

 

文章编号: 1000-5862(2012)06-0622-05 

改进的偏最小二乘回归推荐算法 
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摘要: 基于已有的相关 PLS 算法, 提出了针对 QSAR 研究和工业过程控制建模的环境要求的 PLS 回归改进

算法: 加强递归 PLS算法. 模拟实验结果表明: 在实时建模过程中, 该算法的性能优于传统的 PLS回归算法. 
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0  引言 

在科研实践中, 经常遇到需要研究 2 组多重相

关变量之间的相互依赖关系, 并研究用一组变量(常

称为自变量、预测变量或者解释变量)去预测另一组

变量(常称为因变量、响应变量或者反应变量). 当 2

组变量的数量很多时 , 为了完备地描述系统 , 尽可

能多地保留一些重要的系统特征数据, 研究人员往

往倾向于尽量多地选取有关指标, 这样构造的多变

量系统必然会出现变量的多重相关性. 王惠文等 [1]

对于多重线性相关在回归建模中的危害作用进行了

总结 . 特别地 , 由于受到各种客观因素 (如实验周

期、成本等)的影响 , 当观测数据的样本数较小时 , 

基于最小二乘回归的方法(如多元线性回归(MLR)、

主成分分析(PCA)和典型相关分析(CCA)等)都无法

消除多重共线性带来的影响. 但是, 可以借鉴 PCA

和 CCA 的相关思想, 结合 PCA 的成分提取和 CCA

的解释变量与反应变量之间的相关性理论, 这就是

偏最小二乘回归方法(PLSR). 

PLS方法首先由经济计量学家 Herman Wold于

1966年提出并用于社会科学领域的研究[2]. 1983年, 

S.Wold等[3]提出了基于 PLS的一种新型多元统计分

析方法——偏最小二乘回归 (partial least-squares 

regression, PLSR). 此后 PLSR在计量化学、生物、

医学等领域得到广泛应用和发展 . Wold[4]、H. 

Skuldson[5]、P. Geladi[6]和 M. Tenenhaus[7] 等研究指

出 , 在反应变量对多解释变量的回归建模中, 当各

变量集合部存在较高程度的相关性时, 用偏最小二

乘回归建模分析 , 比一般多元回归分析更加有效 , 

其结论更加可靠. 王惠文[8]总结了 PLSR的主要特点: 

一方面通过数据分析寻找反应变量与解释变量之间

的函数关系 , 建立模型进行预测 ; 另一方面 , 通过

数据分析简化数据结构 , 观察变量间的相互关系 . 

因此, C. Fornell[9]将偏最小二乘回归方法称为第 2代

回归分析方法. 

1  基本原理与算法研究 

为了说明问题方便, 将本文所用的符号及含义

列出如下: X: 预测变量矩阵(n×p), Y: 响应变量矩阵

(n×q), BPLS : PLS回归系数矩阵(p×q), W: X矩阵的

PLS 的权重矩阵(p×m), P: X 矩阵的 PLS 荷载矩阵

(p×m), Q: Y矩阵的 PLS荷载矩阵(q×m), R: 直接从

原始矩阵 X计算得分 T的 PLS的权重矩阵(p×m), T: 

PLS得分数矩阵(n×m), wa: W的列向量, pa: P的列向

量, qa: Q的列向量, ra: R的列向量, ta: T的列向量, p: 

X矩阵的变量数(列数), q : Y矩阵的变量数(列数), n: 

对象数(样本数), m: PLS模型中成分的数量, h: 潜变

量维数的整数计数器. 

1.1  PLS 回归原理 

PLS 回归要求在解释变量空间里寻找某种线性

组合 , 以能更好地解释反应变量的变异信息 . 但

PLS 回归不是直接建立这种线性回归模型, 而是建
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立解释潜变量关于反应潜变量的线性回归模型, 间

接反映解释变量与反应变量之间的关系, 即同时从

解释变量与反应变量中提取 2 组潜变量, 它们分别

是解释变量与反应变量的线性组合, 称为因子或成

分. 这种提取要求满足 2个要求: ①2组潜变量分别

最大限度地表示了各自的变量信息; ②对应的解释

潜变量与反应潜变量之间的协方差最大化, 即 2 个

潜变量的相关程度最大, 其数学模型可以表述为 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

max , ,
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. .
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X w Y c w X Y c
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为了消除数据量纲引起的数据之间的波动, 假

设所得到的解释变量矩阵 X和反应变量矩阵 Y都进

行了中心化和标准化处理 , 可以利用经典的

NIPALS 算法或者 kernel 算法[10]来得到一个 PLS 回

归模型, A. Hoskuldsson[11]讨论了其中 PLS潜变量的

向量计算方法. 其方法是在连续的过程中 , 每次分

别计算出 X 矩阵和 Y 矩阵各一个潜在向量, 然后在

下一次计算中以退化的 X矩阵和 Y矩阵代替原来的

X矩阵和 Y矩阵计算新的潜在向量. 

以下是典型的 PLS回归算法描述:  

①X矩阵和 Y矩阵标准化.  

②应用 NIPALS算法或 kernel算法计算 w、t、q、

u和 p.  

③分别从 X 矩阵和 Y 矩阵中减去潜变量, 得到

退化的 X矩阵和 Y矩阵 

  T

1h h h h+ = − ,X X t p             (1) 

T

1+ = − .
h h h h

Y Y t q              (2) 

④计算预测残差平方和 PRESS(Predicted Re-

sidual Sum of Squares), 采用以上步骤, 分别计算去

掉第 l 个样本点后用余下的 n-1 个观测值按 PLS 回

归方式建模, 并考虑在抽取 h 个成分后拟合的回归

式, 然后把舍去的第 l 个观测点代入拟合的回归式, 

得到 yj在第 l 个观测点上的预测值 ( )( )−j h ly
�

, 对 l 重

复以上的验证, 即得到抽取 h 个成分时反应变量 Y

的预测误差平方和 

2
( ) ( )( )

1 1

( ) .−
= =

= −∑∑h ij j hPRESS
�

q n

l

j i

Y y  

⑤如果 ( ) ( 1) ,ε ε−− <
h h

PRESS PRESS 为预测精度, 

则转入第⑥步; 否则转入第②计算下一个潜变量.  

⑥建立 Y关于 r的线性回归方程 

1 1 2 2
.

h h
′ ′ ′= + + + +�Y t r t r t r F  

⑦建立 PLS回归方程. 由于 th是 X的线性组合, 

因此可以通过逆标准化变换得到 PLS回归方程 

* * *

1
, 1, 2, , ,= + + +     =j jp jp p Mj q� �y a x a x F j  

FMj为残差矩阵 FM的第 j列. 

通常, 在 PLS回归过程中, X矩阵和 Y矩阵在计

算每一个潜向量之后在步骤③进行退化. 

1.2  PLS 回归的 kernel 算法的发展 

方程(1)和方程(2)是一个关于解释矩阵和反应

矩阵不断退化的过程 . 因此 , 当解释向量和反应向

量的变量数量特别大时, 应该设法避免在计算过程

中的 X 矩阵和 Y 矩阵的退化运算. 尤其当潜变量数

较大时, 这种计算会经过多次迭代. 

S.D. Bhupinder[12]证明只需要对解释变量矩阵 X

和反应变量矩阵 Y 这两者中的一个进行退化就可以

满足算法的需要了. 也即 

T T T

1 1 1 1h h h h h h+ + + += = , X Y X Y X Y  

T T

1 1 1h h h h+ + += . X X X X  

PLS回归的 kernel算法最早由 F. Lindgren等[10]

提出. 假设已对解释矩阵 X 和反应矩阵 Y 作了以 0

为均值和 1 为方差的处理. 在 PLS 回归中, 可以证

明 T T

1 1 1 1h h h h+ + + +和X Y X X 不需要进行退化运算. 矩阵 X

和 Y 的退化由方程 (1)和方程 (2)给出 . 由此 , 

1 1h h+ +
T

X Y 和 T

1 1h h+ +X X 可以由 

T T T T

1 1
( ) ,

h h h h h h+ + = −X Y I w p X Y        (3) 

T T T T T

1 1
( ) ( )

h h h h h h h h+ + = − −  X X I w p X X I w p   (4) 

计算, 由方程(3)和方程(4)可知, 在提取特征向量的

计算中 , T
X X 和 T

X Y 可以不用进行退化 , 只需要

进行迭代乘法运算. 方程(3)和方程(4)的退化计算中

包含了矩阵的乘法运算 , 计算量相对较大 , 为此 , 

De Jong等[13]针对上述算法做了如下改进 

 T T T T

1
( ) ( ) ( ),

h h h h h h+ = −X X X X p p t t       (5) 

T T T T

1
( ) ( ) ( ).

h h h h h h+ = −X Y X Y p q t t       (6) 

由此可知 , 退化阶段的矩阵乘法运算可以通过迭

代的向量乘积来完成 , 从而减少了计算工作量 . 

显然这种改进了的 kernel 算法比原始的 kernel 算

法更快. 

以下给出 kernel的算法过程: 

①计算协方差矩阵 T
X X 和 T

X Y . kernel 矩阵

T T
X YY X 可以由 T

X Y 乘以 T T( )X Y 计算得到. 

②PLS 的权重向量
h

w 由 T T( )
h

X YY X 特征向量

相应的最大特征值计算得到  

T T( ) .
h h h

∝w X YY X w              (7) 

③PLS的装载向量
h
p 和

h
q 计算如下:  
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④提取每个潜在向量运算后协方差矩阵 T
X X

和 T
X Y 的残差可以表示为 

T T T T

1

T T T T

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

h h h h h h

h h h h h h

+

+

= −  ,

= −

X X X X p p t t

X Y X Y p q t t
 

此外, A. Hoskuldsson[5]认为 Y的退化不是必须的, 

每次在计算协方差矩阵 T T

h h h h
X Y Y X 特征向量w时, 发现

T T

h h h h
X Y Y X 与 T T

1 1h h
X Y Y X 等价. 据此, M. Tenenhaus[7]、

F. Lindgren[10]、De Jong[14]和 Zhun Yunhua[15]等提出

SIMPLS算法, 其数学模型为 

1
1

max cov( , )
h h= =

.∑
q

w
j

Y X w  

同理, J. Hinkle[16]、M. Stone[17]和赵仕健[18]等证

明 X矩阵的退化也可以省略. 这时, PLS回归算法的

数学模型可以表示为 

T

T T

2

, 1 1
0
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∈ = =
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此算法的优点是: 成分
i i

=t Xw 直接与初始的 X

而非与退化后的 T

1 1 1i i i i− − −= −X X t p 相联系 [3], 所得

到的结果更易于解释. 求解 W 过程中不涉及变量 X

与 Y 对所求得的成分
i i

=t Xw 的回归 , 节省了对

, ,
h h h

和c u F 的计算 , 计算过程得到了很大程度的简

化, 计算更为简单. 

2  kernel 算法的改进 

算法的选择与待解决的问题类型高度相关. 所

有 PLS算法的优化都是针对不同类型的问题进行的, 

没有哪一种算法适合解决所有问题. 在 QSAR 问题

(如中药复方药代动力学研究)、自适应过程控制和校

准更新等领域 , 数据定期被收集更新 , 解释矩阵和

应用矩阵数据量非常大. 数据的特点是样本数远小

于解释变量( N K� )或者解释变量数远小于样本点

数( K N� ). 对于这类建模问题 , 由于模型的回归

系数多 , 解释变量或因子的重要性分析十分困难 . 

为适应在线系统实时快速建模的需求, 以及时、有

效处理系统建模中涉及的大量数据, 减少计算所用

的时间 , 同时降低对计算机内存的需求, 需要有一

种新的方法基于 kernel 算法和 SIMPLS 算法的加权

递归, PLS算法正是为解决这类问题而提出的. 该方

法有效地利用计算结果进行递归计算, 实时地对新

的模型参数进行修正, 从而得到理想的参数估计值, 

以满足系统实时建模的要求. 

B. hupinder [12]和王惠文等[8]证明得分矩阵 T与

解释矩阵 X之间的关系可以用下列性质表示: 

1

T

1

( )
−

=
= = − .∏

h

h j j h

j

t XR X I w p w  

由文献[8]可知, 得分向量
h
t 和

h
u 与 X矩阵及 Y

矩阵的轴
h

w 和
h
c 、载荷向量

h
p 和

h
q 及回归系数

i
r

之间存在循环计算关系, 只要知道其中之一, 就可

以推知其它向量. 故 

1 1

T T T

1 1 2 2 1 1

,

, 1.
i i i i i i i

i− −

=

= − − − −  >�

r w

r w p w r p w r p w r

 (8) 

根据计算强度, 在 kernel 算法中决定计算速度的

关键步骤是矩阵 T
X X 和 T

X Y 的构造. 由方程(8)可

知, T
X X 的构造不是必须的. 如果 X 的样本点数远

远大于其变量数( n k� ), 就可以很方便地计算 T
X X , 

因为存储 T
X X 比存储 X 占用更少的存储空间. 当不

考虑计算机存储空间的限制时, 则可以不计算 T
X X

而直接使用 X计算 p和 q, 所需的计算量更少. 

对于定期收集数据的任务(如 QSAR、自适应过

程控制和校准更新等领域), 理想的做法是用每一

个新的多变量对象(当它有效时)递归更新 PLS模型. 

这个过程可能是慢慢地随时间变化, 在指数加权方

式中, 采取对最新数据加权和对旧的数据折扣的处

理方式. 采用协方差更新方程的算法, 可以得到一

个快速的递归指数加权更新的 PLS 回归模型的

kernel算法 

T T T

1
( ) ( ) ,

h t h t t
λ+ = +X X X X x x         (9) 

 T T T

1
( ) ( ) ,

h t h t t
λ+ = +X Y X Y x y        (10) 

这里
t
x 及

t
y 是在时间 t 观测到的的新对象向量 , 

T T

1 1
( ) ( )

h h+ +和X X X Y 是在 t 时刻更新的协方差矩阵. 

在每一个新的采样周期, 协方差矩阵中以前的数据以

遗忘因子 (0 1)
t t

λ λ< ≤ 倍乘旧数据, 新数据被添加到

协方差矩阵中. 当 1
t

λ = 表示不需要对旧数据折扣. 由

于在方程(9)和方程(10)中的协方差矩阵被用于更新的

计算工作量很少, 因此, 本算法在这些应用中是非常

快的. B.S.Dayal等[26-27]将此方法应用于模拟连续搅拌

槽反应器的自适应多变量控制和更新工业矿物浮选回

路在线的多路输出的预测模型. 

以下是加权递归 PLS算法的描述:  

 ① 计算协方差矩阵 T
X X , 这一步是可选择的. 
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 ② 如果 Y 的变量数较少 , 计算
h

q 作为

T T( )
h

Y X XY 的最大特征值对应的特征向量 , 
h

w 可

以按如下关系式计算 

T T( ) ,

.

h h h

h h h

=
=

w X Y q

w w w
 

如果 X 的变量数较少, 计算
h

w 作为 T T
X YY X

的最大特征值对应的特征向量, 如方程(7)所示. 

 ③ 计算
h
r 的式子为 

1 1

T T T

1 1 2 2 1 1

,

, 1.
h h h h h h h

h− −

=

= − − − −       >  �

r w

r w p w r p w r p w r

 

④计算装载向量
h
p 和

h
q . 

利用原始矩阵 X, 只须计算一次即可构造协方

差矩阵 T
X X , 然后在所有维中应用 

T T T T T

T T T T

( ) /( ( ) ),

( ) /( ( ) ).

h h h h

h h h h h

 =

= T

p r X X r X X r

q r X Y r X X r
 

⑤更新协方差矩阵 T
X Y : 由方程(5)~(6)和方程

(9)~(10)得 

T T T T

T T T

(1 )( ) ( ),

(1 )( ) ( ).

t h t t h h h h

t h t t h h h h

λ

λ

− = +

− = + T

X Y x y p q t t

X X x x p p t t
 

⑥存储 w, p, q和 r到 W, P, Q和 R: 

[ ] [ ] [ ] [ ]
1 2 1 2 1 2 1 2

, , , .=    =    =    =    
m m m m

� � � �W w w w P p p p Q q q q R r r r  

⑦如果 ( ) ( 1) ,ε ε−− <PRESS PRESS
h h

为预测精度, 

则转入第⑧步; 否则转入第②计算下一个潜变量. 

⑧当计算潜向量时, PLS模型的回归因子(系数)

由 T=
PLS

B RQ 计算. 

模拟实验采用Matlab环境, 由随机函数 rand产

生 1 000 个采样点作为系统分析的试验数据, 对比

传统的 kernel 算法, 改进后的加权递归算法的计算

速度明显提高. 说明加权递归 PLS 算法适合应用于

海量数据的实时建模分析过程. 

3  讨论 

每种新的 PLS算法的提出相比较于典型 PLS算

法都具有革命性[19]. 要证明新算法比典型 PLS 算法

更有用 , 必须要考虑重复建模过程, 其中涉及如交

叉验证[20-21]、变量选择[22]和样本数据集中数据缺损

等问题. 交叉验证技术可以帮助在不知道潜变量数

的情况下选择适当数量的潜变量, 以保证所建立模

型的准确性和计算的高效性. S. Rannar[24]等研究了

Lindgren 提出的 kernel 算法中数据缺损问题. 他们

采用的方法是 EM 算法[25]. 所有这些关键措施都可

以加速重复建模的速度[23]. 这些技术在上述文献中

已详细叙述, 在此不作讨论. 

PLS 算法的改进必须考虑在重复建模过程中矩

阵的退化运算. 希望无论样本数还是变量数的增减, 

都不需要重复计算方差/协方差以及伴随矩阵. 比如, 

在计算
h
p 和

h
q 时, 显然 T

X X 要比 X 矩阵规模小得

多 , 而在任何交叉验证方法中 , 都存在重复计算潜

变量的情况, 因此可以考虑一次性构造 T
X X 矩阵, 

而不去用 X 矩阵. 显然, 加权递归 PLS 算法计算潜

变量更快. 

在具体应用中 , 为了减弱旧数据的影响 , 引入

遗忘因子 (0 1)
t t

λ λ< ≤ , 使算法收敛的速度变快 , 

提高递归算法的稳健性 , 使得估计参数更加合理 . 

标准化处理方法与批处理有所不同, 因为实时性要

求高 , 数据量大, 不可能对新引入的变量数据进行

方差归一化处理. 通常在事先确定整体数据的变化

范围的基础上采用其它的处理方法[28]. 

4  结论 

对 PLS 算法的所有改进, 都是为了适应特定的

任务的 . 要选择一个好的算法, 应用首先明白应用

领域是什么？想要做什么？回答了这些问题, 再来

选择合适的算法. 比如, 当样本数远远大于变量数, 

并且数据是实时更新的建模过程, 可以选择加权递

归 PLS算法. 这时, 协方差矩阵 T
X X 只要被计算一

次, 然后可被用于后续所有的 p和 q的计算. 当解释

矩阵规模较小时, 可能直接用 X 矩阵来计算 p 和 q. 

总之, 在 PLS 算法中, 只要对 X 矩阵或 Y 矩阵之一

进行退化. 新算法还提供了以递归方式更新 PLS 模

型以及对旧数据的加权处理以削弱旧数据的影响 . 

比较新算法和传统的 kernel 算法的执行速度, 新算

法明显更快 , 在执行交叉验证和处理错误数据时 , 

新算法显示一定的优越性. 
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The Improved Partial Least Squares Regression Recommendation Algorithm 
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Abstract: Based on the related PLS algorithms, a new improved recursive exponentially weighted PLS regressions 

algorithms was derived for the QSAR research and industrial process control modeling. Simulation experiments 

show that in the real-time modeling process, the performance of this algorithm is superior to the traditional PLS 

regression algorithm. 
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