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初值对 2PLM下MCMC参数估计影响的评价 
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摘要: 针对马尔科夫链蒙特卡洛(MCMC)做参数估计因链长太长而存在耗时太久的缺陷, 利用 Monte Carlo
模拟进行研究, 结果发现: 使用MCMC进行估计项目反应理论中 2PLM的未知能力参数和项目参数, 当样本
量或项目量较大, 且链长较短时, 初值作用明显, 比较准确的初值估计精度更高. 这个发现可以在一定条件
下, 弥补 MCMC耗时太久的缺陷.  
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0  引言 

项目反应理论(IRT)是心理与教育测量学中的重
要内容, 模型参数的估计是其核心的内容[1]. 参数估
计方法主要有: 条件极大似然估计(CMLE)、联合极大
似然估计(JMLE)、边际极大似然估计(MMLE)、条件
期望-极大化算法(E-M 算法)等. 马尔科夫链蒙特卡洛
(MCMC)方法是一种动态的计算机模拟技术, 它是根
据贝叶斯理论中的多元后验分布来模拟随机样本. 用
初等方法估计模型参数, 避开了 E-M算法中的复杂计
算, 从而提高估计的成功率[2].  

20世纪 90年代美国统计学家 J. H. Albert[3]首先

将 MCMC算法应用到 IRT参数估计的研究中; R. J. 
Patz[4]和涂冬波[5]等也应用该算法估计了 2PLM的参
数, 估计结果类似. 对于 Markov 链的初值和链长, 
以上几篇文献均采用固定的初值和较长的链长来进

行 , 通过一定长度的迭代使得链收敛到平稳分布 . 
本文对 2PLM 通过 IRT 方法估计参数初值, 然后与
其它几种不同的参数初值进行比较, 分别考察它们
在不同链长下对于参数估计精度的影响.  

1  研究方法 

1.1  2PLM 
2PLM为 
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其中 iθ 为被试 i 的能力参数, aj、bj分别为第 j 个项
目的区分度和难度 , ijp 表示能力为 iθ 的被试答对

项目 j的概率; 如果被试 i答对项目 j, 则 xij=1, 反之
xij=0. 
1.2  参数初值估计 

(1) 能力参数初值估计 
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其中 uij为第 i个被试在第 j题上的作答反应. 对于特
殊情况, 如 ui=(0,⋯, 0), 即被试 i对m个题全部答错, 
此时可以令 3θ = −i ; 或者出现 ui=(1,⋯, 1), 即被试 i
对 m个题全部答对, 此时令 iθ =3. 

(2) 项目参数初值估计 
根据反应矩阵, 令 
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其中 jp 、 jq 分别表示 N个被试在第 j题上的通过率

和未通过率. 项目区分度用全体被试在该项目上的
得分与卷面总分的点二列相关系数 rpbj表示为 
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其中 pjx ( qjx )表示项目 j上正确(错误)作答的被试卷

面总分的平均数, s 为被试卷面总分标准差. 通过下
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述方式求难度和区分度 : 先将被试在项目中的通
过率 jp 转化为标准正态分数 jz , 即设随机变量 ξ

遵从标准正态分布 N(0, 1), 要寻找 jz 使得随机事

件 ξ≥ jz 的概率等于 jp , 即 p( ξ≥ jz )= jp , 亦即
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z
, 由此可以计算出 jz ; 又记

21 1( ) exp{ }
22π

= −j jy z z , ( )jy z 为 jz 对应的正态密

度函数值 . 然后把点二列相关系数 pbjr 转化为二列

相关系数 rb, 其计算公式为 ( ) / ( )= j q j jbj pbi jr ypr z , 

最后取 bj及 aj的近似值为 bj=zj/rbj, 2/ 1 .j bj bjr ra = −  

1.3  参数估计过程 
本文采用 Gibbs 范围内的随机游动 M-H 算

法[7-10]进行 IRT模型的参数估计, 步骤如下:  

(1) 设定被试参数及项目参数的初值.  

(2) 已知项目参数, 估计能力参数:  

① 对各被试(i=1, 2,⋯, N)独立地从建议分布中

抽取一状态 ( )k
iθ . 为计算方便 , 本文的建议分布取

正 态 分 布 , 即 1 1( , ) ( , )k k k kq qθ θ θ θ− −= , 其 中
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③ 产生随机数 r~u[0, 1], 对状态进行判断  
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(3) 已知能力参数, 估计项目参数:  

①对各项目(j=1, 2,⋯, m)独立地生成下一状态, 
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j
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③ 产生随机数 r~u[0, 1], 对状态进行判断  
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(4) 重复步骤(2)和(3)L 次(L 为链长, 本文分别
取 L=100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 
1 000), 删除为首的 D次(本文分别删除各链长的前
半段), 取最后的 W 次(本文分别取各链长的后半段)
迭代的平均值作为参数的估计值.  

(5) 上述 4步产生了一条链长为 L的Markov链, 
本文通过多次重复试验, 取其平均值作为最终的参
数估计值.  
本文中的参数与 R. J. Patz[4]论文里所采用的参数

相同, 即 Cθ =1.1, Ca =0.3, Cb =0.3, σθ =1, σa =0.5, σb =2. 

2  模拟实验 

2.1  实验设计 
(1) 产生参数真值 : 被试能力 θ~N(0, 1), 

lna~N(0, 0.4), b~N(0, 1).  
(2) 生成得分矩阵: 将参数真值代入 IRT 模型

的数学表达式中, 可得到概率反应矩阵与同维度的
0-1随机数矩阵, 从而得到模拟得分矩阵.  

(3) 计算参数: 根据得分矩阵, 采用 MCMC 算
法分别估计能力参数和项目参数.  

(4)比较标准: 平均绝对离差
1 1
( | | /ˆ

= =
= −∑ ∑
R M

i ir
r i

ABSE x x  

) /M R , 其中 ˆ irx 为 ix 的第 r 次试验的估计值, ix 是模
拟真值. 当 x为项目参数 a、b时, M为对应的项目个数; 
当 x为能力参数 θ时, M为对应的被试个数. R为模拟次
数, 本文取R=10. ABSE值表示估计值与真值之间的绝对
偏离程度, 也将 ABSE称为估计精度, 但是要注意 ABSE
值越小, 估计精度越高, ABSE值越大, 估计精度越低.  
2.2  实验方案 

本文的实验工具为 Matlab 7.0 语言自编的
MCMC参数估计程序. 参数初值采用 4种类型: (1)随
机初值: θ~U(-3, 3), a~U(0.2, 2.5), b~U(-3, 3). (2)固
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定初值 . 以参数的先验分布的均值作为初值 , 即
θ=0, a=1, b=0.(3)IRT初值: 采用 1.2节的 IRT方法估
计初值. (4)真值初值: 以模拟的真值作为初值.  

为了考查不同初值在不同人数和题数下对于参

数估计精度的影响, 采用了以下 2 个实验方案: (1)
实验 1: 人数变化, 题目固定. 固定题目为 40题, 人

数分别为 200, 500, 800, 1 100, 1 400, 1 700, 2 000人, 
且共用同批项目参数. (2)实验 2: 人数固定, 题目变
化. 固定人数为 1 000人, 题目分别为 20, 40, 60, 80, 
100题, 且共用同批能力参数.  
2.3  实验结果及分析 

实验结果见表 1和表 2. 
表 1  人数变化对项目参数估计精度的影响(40 题) 

参数 链长 初值/人 200 500 800 1 100 1 400 1 700 2 000 
随机 0.265 7 0.229 9 0.246 7 0.192 7 0.258 6 0.219 2 0.252 4 

固定 0.190 9 0.091 4 0.099 4 0.100 6 0.091 1 0.107 3 0.106 3 

IRT初值 0.231 1 0.113 5 0.112 4 0.096 1 0.059 2 0.079 2 0.062 4 
100 

真值 0.231 7 0.104 0 0.111 9 0.087 7 0.058 7 0.073 4 0.053 5 

随机 0.247 8 0.150 3 0.160 9 0.125 8 0.134 1 0.134 3 0.135 3 

固定 0.224 7 0.100 3 0.109 0 0.089 8 0.067 3 0.082 3 0.075 9 

IRT初值 0.237 9 0.119 9 0.124 0 0.098 6 0.061 4 0.076 2 0.063 8 
200 

真值 0.227 7 0.112 9 0.106 5 0.091 0 0.062 4 0.078 6 0.062 5 

随机 0.253 2 0.131 1 0.145 0 0.109 8 0.093 4 0.108 2 0.100 1 

固定 0.236 1 0.119 4 0.117 6 0.093 3 0.059 6 0.074 9 0.065 3 

IRT初值 0.250 7 0.122 6 0.130 2 0.105 0 0.064 2 0.076 5 0.066 0 
300 

真值 0.236 8 0.121 2 0.115 3 0.094 9 0.059 7 0.078 0 0.062 6 

随机 0.248 3 0.129 1 0.134 5 0.102 1 0.077 3 0.091 0 0.085 2 

固定 0.239 8 0.124 2 0.120 8 0.097 3 0.058 5 0.074 1 0.062 3 

IRT初值 0.248 4 0.126 0 0.132 2 0.104 0 0.062 0 0.076 0 0.064 3 
400 

真值 0.235 7 0.116 3 0.120 5 0.095 7 0.059 3 0.077 4 0.062 3 

随机 0.243 8 0.127 7 0.133 5 0.098 6 0.069 3 0.086 8 0.078 0 

固定 0.240 0 0.120 9 0.123 9 0.100 8 0.059 3 0.074 6 0.062 3 

IRT初值 0.242 5 0.132 1 0.135 5 0.103 5 0.059 7 0.073 4 0.064 0 
500 

真值 0.234 0 0.114 0 0.125 0 0.097 7 0.060 1 0.077 1 0.064 4 

随机 0.2408 0 0.127 2 0.131 4 0.097 2 0.065 1 0.083 7 0.073 0 

固定 0.236 9 0.122 4 0.125 8 0.102 5 0.059 1 0.076 2 0.063 0 

IRT初值 0.239 6 0.131 8 0.133 3 0.102 6 0.059 7 0.071 9 0.062 4 
600 

真值 0.236 9 0.113 6 0.125 3 0.098 0 0.060 6 0.078 5 0.064 4 

随机 0.239 6 0.124 8 0.132 5 0.096 4 0.063 2 0.081 3 0.070 2 

固定 0.237 0 0.122 9 0.125 4 0.103 0 0.059 8 0.078 3 0.064 0 

IRT初值 0.238 5 0.127 5 0.129 1 0.103 2 0.061 2 0.071 5 0.063 4 
700 

真值 0.238 6 0.116 2 0.124 7 0.098 3 0.062 0 0.078 5 0.064 1 

随机 0.242 4 0.125 1 0.132 2 0.096 8 0.061 9 0.080 5 0.068 5 

固定 0.239 5 0.124 9 0.127 4 0.102 5 0.059 8 0.078 2 0.065 0 

IRT初值 0.236 7 0.123 7 0.128 9 0.101 1 0.061 5 0.072 2 0.063 7 
800 

真值 0.237 3 0.118 1 0.123 7 0.099 2 0.062 1 0.078 0 0.063 9 

随机 0.241 9 0.124 6 0.130 7 0.096 3 0.061 6 0.079 6 0.066 0 

固定 0.237 3 0.127 4 0.129 0 0.100 9 0.060 6 0.079 0 0.065 9 

IRT初值 0.238 0 0.121 2 0.128 4 0.100 1 0.061 7 0.073 6 0.064 2 
900 

真值 0.236 9 0.121 0 0.124 0 0.098 8 0.061 9 0.078 6 0.064 0 

随机 0.243 8 0.124 1 0.128 7 0.096 5 0.062 3 0.077 8 0.065 0 

固定 0.235 0 0.128 7 0.127 7 0.099 3 0.061 8 0.078 8 0.065 6 

IRT初值 0.238 5 0.119 0 0.127 0 0.098 1 0.060 7 0.074 7 0.064 5 

a值 

1 000 

真值 0.238 9 0.121 1 0.125 2 0.098 2 0.061 7 0.077 8 0.064 0 
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续表 1 
参数 链长 初值/人 200 500 800 1 100 1 400 1 700 2 000 

随机 0.299 0 0.160 8 0.256 6 0.152 3 0.147 2 0.163 9 0.164 0 

固定 0.153 5 0.075 7 0.070 1 0.065 7 0.062 3 0.057 1 0.073 6 

IRT初值 0.198 8 0.105 7 0.091 7 0.061 0 0.063 8 0.045 8 0.038 7 
100 

真值 0.192 4 0.077 9 0.084 8 0.044 9 0.054 1 0.044 0 0.034 5 

随机 0.256 7 0.133 5 0.193 4 0.083 5 0.095 1 0.106 0 0.094 2 

固定 0.196 1 0.088 7 0.091 6 0.064 4 0.058 1 0.043 2 0.055 6 

IRT初值 0.211 0 0.110 3 0.100 1 0.066 1 0.067 9 0.046 0 0.039 2 

b值 

200 

真值 0.195 7 0.094 1 0.088 2 0.049 4 0.055 1 0.047 3 0.037 7 

随机 0.248 5 0.125 1 0.160 8 0.057 7 0.076 3 0.077 3 0.060 1 

固定 0.215 7 0.100 8 0.102 1 0.067 8 0.059 6 0.038 5 0.045 2 

IRT初值 0.221 2 0.112 7 0.102 5 0.069 9 0.071 0 0.045 4 0.040 0 
300 

真值 0.205 7 0.098 8 0.095 4 0.053 9 0.058 6 0.047 8 0.037 5 

随机 0.244 4 0.126 6 0.144 7 0.054 8 0.071 5 0.061 1 0.050 7 

固定 0.222 1 0.102 2 0.104 1 0.074 7 0.060 9 0.039 3 0.040 7 

IRT初值 0.221 9 0.115 5 0.106 0 0.071 9 0.072 4 0.043 3 0.038 2 
400 

真值 0.205 3 0.096 9 0.103 4 0.055 7 0.058 4 0.046 8 0.037 3 

随机 0.233 1 0.119 1 0.135 2 0.055 3 0.069 6 0.055 1 0.046 6 

固定 0.221 6 0.103 1 0.104 7 0.080 0 0.061 9 0.041 1 0.038 2 

IRT初值 0.214 2 0.119 5 0.112 3 0.075 3 0.071 5 0.041 5 0.037 7 
500 

真值 0.204 4 0.097 1 0.107 2 0.060 6 0.058 8 0.047 3 0.036 9 

随机 0.224 4 0.113 7 0.129 9 0.056 8 0.069 0 0.050 8 0.044 6 

固定 0.214 9 0.106 2 0.107 5 0.083 9 0.064 7 0.042 8 0.035 7 

IRT初值 0.214 7 0.118 2 0.114 6 0.075 2 0.071 0 0.040 6 0.037 2 
600 

真值 0.211 1 0.100 7 0.107 6 0.064 9 0.058 7 0.048 7 0.036 0 

随机 0.217 3 0.106 4 0.126 2 0.057 6 0.068 0 0.048 1 0.042 8 

固定 0.215 2 0.107 9 0.109 3 0.083 4 0.067 5 0.044 0 0.035 4 

IRT初值 0.216 3 0.114 6 0.113 5 0.075 4 0.071 7 0.041 5 0.036 9 
700 

真值 0.215 9 0.103 8 0.108 2 0.066 5 0.060 4 0.048 8 0.035 2 

随机 0.216 8 0.105 4 0.122 0 0.059 3 0.068 3 0.046 8 0.040 6 

固定 0.220 4 0.111 7 0.111 2 0.081 6 0.070 0 0.044 1 0.035 1 

IRT初值 0.213 5 0.111 7 0.111 3 0.073 4 0.070 6 0.043 1 0.037 3 
800 

真值 0.220 9 0.106 5 0.108 7 0.069 6 0.061 3 0.049 2 0.035 3 

随机 0.216 0 0.104 0 0.117 8 0.060 9 0.068 8 0.045 7 0.040 1 

固定 0.222 0 0.114 2 0.113 6 0.077 6 0.072 1 0.045 1 0.035 2 

IRT初值 0.215 0 0.110 0 0.109 7 0.071 2 0.069 8 0.044 3 0.037 4 
900 

真值 0.222 6 0.107 3 0.109 1 0.070 3 0.061 3 0.049 0 0.035 6 

随机 0.221 0 0.104 4 0.114 2 0.0620 0 0.070 2 0.044 1 0.040 1 

固定 0.223 8 0.115 4 0.112 0 0.074 9 0.072 7 0.045 6 0.035 4 

IRT初值 0.218 0 0.107 1 0.107 6 0.071 1 0.069 0 0.045 9 0.036 7 

b值 

1 000 

真值 0.225 2 0.108 8 0.109 4 0.069 6 0.061 3 0.048 3 0.035 1 
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表 2  题数变化对被试参数估计精度的影响(1 000 人) 

参数 链长 初值/题 20 40 60 80 100 

随机 0.303 1 0.262 5 0.301 6 0.361 7 0.287 8 

固定 0.320 2 0.221 5 0.175 5 0.169 1 0.180 0 

IRT初值 0.302 9 0.201 9 0.171 4 0.148 2 0.135 2 
100 

真值 0.299 7 0.197 7 0.170 7 0.145 1 0.123 7 

随机 0.297 9 0.219 2 0.233 1 0.263 0 0.205 9 

固定 0.307 6 0.209 9 0.170 4 0.151 3 0.157 7 

IRT初值 0.299 3 0.199 5 0.172 8 0.148 3 0.136 3 
200 

真值 0.295 9 0.197 8 0.169 7 0.147 1 0.125 1 

随机 0.296 6 0.206 9 0.206 4 0.220 2 0.172 0 

固定 0.302 1 0.207 5 0.170 1 0.146 7 0.145 7 

IRT初值 0.298 2 0.198 5 0.173 4 0.150 6 0.137 5 
300 

真值 0.295 8 0.197 9 0.170 8 0.148 3 0.127 4 

随机 0.295 7 0.202 8 0.190 7 0.193 2 0.156 8 

固定 0.298 9 0.204 7 0.171 1 0.145 9 0.140 2 

IRT初值 0.297 9 0.197 9 0.173 9 0.151 1 0.137 5 
400 

真值 0.295 8 0.197 5 0.172 3 0.149 1 0.129 7 

随机 0.296 1 0.200 7 0.182 2 0.176 3 0.148 9 

固定 0.298 1 0.202 2 0.172 5 0.147 2 0.138 8 

IRT初值 0.297 4 0.197 4 0.174 3 0.150 9 0.137 5 

θ值 

500 

真值 0.296 1 0.197 7 0.172 6 0.149 6 0.131 6 

随机 0.296 2 0.199 8 0.177 9 0.165 9 0.144 7 

固定 0.297 4 0.200 4 0.173 8 0.148 9 0.140 0 

IRT初值 0.297 4 0.197 0 0.174 9 0.151 1 0.137 4 
600 

真值 0.296 1 0.197 6 0.173 3 0.150 3 0.133 0 

随机 0.296 4 0.199 1 0.175 4 0.159 6 0.142 2 

固定 0.298 0 0.199 1 0.175 2 0.150 5 0.141 5 

IRT初值 0.296 8 0.197 3 0.175 7 0.151 8 0.137 0 
700 

真值 0.296 1 0.197 2 0.173 8 0.150 7 0.134 4 

随机 0.296 6 0.198 4 0.174 6 0.155 8 0.140 2 

固定 0.298 2 0.198 7 0.175 8 0.151 6 0.142 2 

IRT初值 0.296 5 0.197 5 0.176 3 0.151 8 0.137 3 
800 

真值 0.296 1 0.197 5 0.173 9 0.151 8 0.135 4 

随机 0.296 7 0.198 3 0.173 9 0.153 3 0.138 4 

固定 0.297 5 0.198 8 0.176 0 0.152 0 0.141 5 

IRT初值 0.296 3 0.197 6 0.176 8 0.151 5 0.137 5 
900 

真值 0.296 0 0.197 8 0.174 0 0.152 3 0.135 9 

随机 0.296 4 0.197 8 0.173 3 0.151 4 0.137 6 

固定 0.297 5 0.198 9 0.175 8 0.152 2 0.140 4 

IRT初值 0.296 1 0.198 0 0.176 8 0.151 6 0.137 6 

θ值 

1 000 

真值 0.295 6 0.197 7 0.173 8 0.152 8 0.136 2 
 

由表 1 可知: 固定项目个数为 40 题, 当样本容
量较小时(如 200人), 初值作用不明显; 当样本容量
适中时(如 1 100人), 初值作用比较明显; 当样本容
量较大时(如 2 000人), 初值作用明显. 如在样本量
为 2 000时, 从 3种链长情况下的结果可以明显看出: 

当链长为 100时, IRT初值的区分度和难度与真值的
平均绝对离差 ABSE值分别为 0.062 4和 0.038 7, 明
显小于随机初值的区分度和难度的 ABSE值 0.252 4
和 0.164 0; 当链长增加到 500时, IRT初值的区分度
和难度的 ABSE值分别为 0.064 0和 0.037 7, 比随机
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初值的区分度和难度的 ABSE值 0.078 0和 0.046 6略
小; 当链长增加到 1 000时, IRT初值的区分度和难度
的 ABSE值分别为 0.064 5和 0.036 7, 和随机初值的
区分度和难度的 ABSE值 0.065 0和 0.040 1差不多.  

由表 2可知: 固定被试个数为 1 000人, 当项目
容量较小时(如 20 题), 初值作用不明显; 当项目容
量适中时(如 60 题), 初值作用比较明显; 当项目容
量较大时(如 100题), 初值作用明显. 如在项目量为
100时, 从 3种链长情况下的结果可以明显看出: 当
链长为 100时, IRT初值的能力的 ABSE值为 0.135 2, 
明显小于随机初值的能力的 ABSE 值 0.287 8; 当链
长增加到500时, IRT初值的能力的ABSE值为0.137 5, 
比随机初值的能力的 ABSE值 0.148 9略小; 当链长
增加到1 000时, IRT初值的能力的ABSE值为0.137 6, 
和随机初值的能力的 ABSE值 0.137 6相当.  

3  结果与讨论 

考察了不同参数初值在不同链长下对于MCMC方
法参数估计精度的影响. 对于 2PLM, 实验结果表明: 
在样本量或项目量增大时, 对于任意初值, 估计精度明
显提高; 当样本量或项目量固定且较小时, 初值作用不
明显, 不同初值的估计精度差不多, 且估计精度均不高; 
当样本量或项目量较大时, 当链长较短时, 初值作用明
显, 比较准确的初值估计精度更高, 随着链长越长(约
500以上), 各参数估计精度越来越相近. 当样本量或项
目量较大时通过 IRT方法估计得到较准的初值, 从而在
较短的链长下得到较准的估计精度, 这在一定程度上
弥补了MCMC耗时太长的缺陷.  

本文只考虑了 2PLM, 对于其它模型如 3PLM、
多级评分模型, 参数初值等因素对于参数的估计精
度是否也有影响, 还有待进一步的研究.  
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The Evaluation for the Impact of Starting Values on MCMC Parameter  
Estimation of 2PLM 
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Abstract: For the Markov chain Monte Carlo (MCMC) do parameter estimation due to the chain length is too large 
and there are defects takes too long, using a Monte Carlo simulation study found that: use the MCMC estimated 
project reaction theory 2PLM unknown and project parameters, higher initial value when the sample size or project 
a large amount of shorter chain length, the initial value of the role, the more accurate the estimation accuracy. These 
findings can remedy the time-consuming defect of MCMC under a certain condition.  
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