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方程 f ″ + Af ' + Bf = 0 的解在角域内的
增长性及 Borel方向
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摘要: 运用角域内值分布的理论和方法，研究了整系数 2 阶线性微分方程 f ″ + Af ' + Bf = 0 的解在角域内
的增长性和 Borel方向．在给定条件下，证明了方程的每一非零解在含有 B的 λ( λ ＞ 0) 级 Borel方向的任
意角域内的增长级均为无穷，且 B的 λ级 Borel方向与解的无穷级 Borel方向一致．
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0 引言与主要结果

本文使用Nevanlinna值分布及角域上值分布的
标准记号［1-2］，讨论了 2 阶线性微分方程

f ″ + Af ' + Bf = 0 ( 1)
的非零解在角域 Ω( α，β) 内的增长性与 Borel方向，
这里 A，B都是整函数．
在叙述本文的主要结果之前，先引入有关概念

和符号．
设 f( z) 是复平面上的整函数，σ( f ) ，μ( f ) 分别

表示 f( z) 在全平面上的增长级和下级，即
σ( f ) = lim

r→∞
suploglogM( r，f ) logr，

μ( f ) = lim
r→∞

infloglogM( r，f ) logr，

其中 M( r，f ) = sup{ f( z) : z ≤ r} ．
定义 1［3-4］ 设 0≤ α ＜ β ＜ 2π，复平面上的角

域定义为

Ω( α，β) = { z α ＜ argz ＜ β} ;
Ω( α，β，r) = { z α≤ argz≤ β， z ≤ r} ．
若 f为整函数，记
M( r，Ω( α，β) ，f ) = sup{ f( teiθ ) :

α≤ θ≤ β，0 ＜ t≤ r} ，
则 f在角域上、径向上的增长级分别定义为

σθ，ε ( f ) = lim
r→∞

sup loglogM( r，Ω( θ － ε，θ + ε) ，f )
logr ;

σθ ( f ) = lim
ε→0

σθ，ε ( f ) ．

定义 2［5］ 设 f( z) 是开平面 z ＜ ∞ 上的一
个 σ( σ≥0) 级亚纯函数，如果对任意小的 ε ＞ 0和
任意复数 a，都有

lim
r→∞

sup logn( r，Ω( θ － ε，θ + ε) ，f = a)
logr = σ，

但可能至多除去 2 个值 a 例外，则称从原点发出的
半直线 argz = θ是整函数 f( z) 的 1条 σ( σ ＞ 0) 级
Borel方向．
众所周知，在全平面里研究方程( 1) 的非零解

的性质已经有很多重要的结果，例如，1988 年 G．
Gundersen［6］，1991年 S． Hellerstein等［7］证明了: 若
A( z) ，B( z) 为整函数且满足σ( A) ＜ σ( B) ; 或A( z)
为多项式，B( z) 是超越的; 或σ( B) ＜ σ( A) ＜ 1 /2，
则方程( 1) 的每一非零解的级均为无穷． 2012年，文
献［8-9］在假设方程的某个系数具有亏值、并假设
系数的增长级满足一定条件时，证明了高阶线性微

分方程的非零解具有无穷增长级． 随着角域概念的
引入，以及函数在角域里相关性质的深入研究，自然

会问 A，B满足什么条件时方程( 1) 的任意非零解在
角域里的增长级能达到无穷?1994 年，伍胜健在文
献［10］中首次研究了2阶线性微分方程( 1) 的非零
解在角域上的增长性，得到了如下结果．
定理A 设 A( z) 和 B( z) 在角域Ω( α，β) ( 0 ＜

β － α ≤ 2π) 内解析，如果 K ＞ 0 及满足
α ＜ θ ＜ β和



lim
r→∞

inf( A( reiθ ) + 1) rK B( reiθ ) = 0

的 θ具有一正测度，则方程( 1) 的任一非零解都有
σα，β ( f ) = ∞，其中

σα，β ( f ) = lim
r→∞

sup loglogM( r，Ω( α，β) ，f )
logr ．

早在 1928 年，G． Valiron在文献［11］中提出任
意 σ ＞ 0级亚纯函数至少存在 1条 σ级 Borel方向．
研究表明，若函数的增长级为 σ，则它在 σ 级 Borel
方向附近的增长速度可以达到它在全平面上的增长

速度．自然就会考虑: 假如 B在某个角域内含有 1条
λ级Borel方向，而 A在该角域内的增长级小于 λ，那
么方程( 1) 的非零解在该角域内的增长性如何?再
则，若非零解在该角域内的增长级为无穷，那么解的

无穷级 Borel方向和 B的 σ( B) 级 Borel方向是否一
致呢?

本文在系数函数含有Borel方向的角域内，讨论
了 2 阶线性微分方程( 1) 解的增长性及 Borel 方向
的分布，并得到以下结果．
定理1 设 A，B为有限级整函数，Ω( α，β) ( 0 ＜

β － α≤ 2π) 为某一角域; 若 A，B在Ω( α，β) 内满足
条件:θ∈ ( α，β) ，使得 argz = θ为B的1条λ( 0 ＜
λ≤σ( B) ) 级 Borel方向，且σαβ ( A) ＜ λ，则对方程
( 1) 的任一非平凡解 f，有 σαβ ( f ) = ∞ 且 argz = θ
为 f的 1 条 ∞ 级 Borel方向．
例如: 考虑2阶线性微分方程 f ″ － f ' － e2z f = 0，

argz = π /2 为 B = － e2z 的 1 条 Borel 方向，在以
argz = π /2 为角平分线的任意角域内，上述方程满
足定理 1 的条件．易知，上述方程有 2 个线性无关的
解f1 = exp{ expz} ，f2 = exp{ － expz} ，均以 argz =
π /2 为其 1 条无穷级 Borel方向．
由定理 1 不难得到以下结论．
推论1 设 A，B为有限级整函数，Ω( α，β) ( 0 ＜

β － α≤ 2π) 为某一角域，设 σαβ ( A) ＜ σ( B) ，f为
方程( 1) 的任一非平凡解，则 f在角域 Ω( α，β) 内的
∞ 级 Borel 方向的总数不少于 B 在 Ω( α，β) 内的
λ( σαβ ( A) ＜ λ≤ σ( B) ) 级 Borel方向的总数．
定理 2 设 A，B为有限级整函数，B 的下级满

足 0 ＜ μ( B) ＜ 1 /2，Ω( α，β) ( 0 ＜ β － α≤ 2π) 为
一角域; 若 A在 Ω( α，β) 内满足 σαβ ( A) ＜ μ( B) ，则
方程( 1) 的任一非平凡解 f，都有 σαβ ( f ) = ∞ 且
θ∈ ( α，β) ，argz = θ为 f的 1 条 ∞ 级 Borel方向．
注 1 从定理 2容易看出，若 σ( A) ＜ μ( B) ＜

1 /2，则复平面内从原点出发的任意方向都是方程
( 1) 的非平凡解 f的 ∞ 级 Borel方向．

1 预备知识

定理的证明需要用到角域上特征函数的性

质［12-13］) ．假设 f( z) 是角域 Ω( α，β) 上的亚纯函数，
其中 0 ＜ β － α≤ 2π，k = π / ( β － α) ．记

Aαβ ( r，f ) =
k
π ∫

r

1

1
tk

－ tk

r2( ) {k log + f( teiα ) +

log + f( teiβ }) dt
t ，

Bαβ ( r，f ) =
2k
πrk∫

β

α
log + f( reiθ ) sink( θ － α) dθ，

Cαβ ( r，f ) = 2 ∑
1 ＜ bv ＜ r

1
bv

k －
bv

k

r2( )k
sink( βv － α) ，

Dαβ ( r，f ) = Aαβ ( r，f ) + Bαβ ( r，f ) ，
Sαβ ( r，f ) = Aαβ ( r，f ) + Bαβ ( r，f ) + Cαβ ( r，f ) ，

其中 bv = bv eiβv ( v = 1，2，…) 为 f( z) 在角域
Ω( α，β) 内的所有极点，重级极点按重数计算．
亚纯函数 f( z) 在角域Ω( α，β) 上的级和下级分

别定义为

σαβ ( f ) = lim
r→∞

suplog + Sαβ ( r，f ) logr，

μαβ ( f ) = lim
r→∞

inflog + Sαβ ( r，f ) logr．

还定义了角域上的 Ahlfors-Shimizu 特征函
数［14］．令

Ω( r) = { z: α ＜ argz ＜ β，0 ＜ z ＜ r} ．
定义

S( r，Ω，f ) = 1
πΩ( r) f '( z)

1 + f( z)( )2

2

dσ，

T0 ( r，Ω，f ) = ∫
r

1

S( t，Ω，f )
t dt，

并运用Ahlfors-Shimizu特征函数定义了 f( z) 在角域
Ω( α，β) 上的级和下级

σαβ ( f ) = lim
r→∞

sup
log + T0 ( r，Ω，f )

logr ，

μαβ ( f ) = lim
r→∞

inf
log + T0 ( r，Ω，f )

logr ．

然而，这两种不同定义的增长级存在一定的联

系，郑建华在文献［15］中证明了不等式:

Sαβ ( r，f ) ≤ 2k2
T0 ( r，Ω，f )

rk
+

k3∫
r

1

T0 ( t，Ω，f )
tk+1

dt + O( 1) ， ( 2)

其中 Ω = Ω( α，β) ，k = π ( β － α) ．从上述不等式
容易知道，若 σαβ ( f ) ＜ ∞，则 σαβ ( f ) ＜ ∞ ．
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2 引理

引理1［16］ 设 f( z) 是一个在角域Ω( α，β) 内具
有有限级 σ 的亚纯函数，令 Γ = { ( n1，m1 ) ，( n2，

m2 ) ，…，( nj，mj ) } 表示满足 ni ＞ mi ≥ 0( i = 1，2，
…，j) 的不同整数对的有限集．设 ε ＞ 0 及 δ ＞ 0 为
给定的正常数，则存在只与 f，ε和 δ有关的常数 K ＞
0，使得

f ( n) ( z) f ( m) ( z) ＜

K z ( n－m) ( kδ+2σ+1+ε) ( sinkδ ( φ － α － δ) ) －2
( n－m)

成立，其中( n，m) ∈ Γ，z = reiφ ∈ Ω( α + δ，β － δ) ，
z D，D为由可数个半径之和为有限的圆盘并构成
的一个 R-值集，kδ = π ( β － α － 2δ) ．
引理 2 设 f( z) 是级 0 ＜ σ≤∞ 的亚纯函数，

假定 B: argz = θ0 ( 0≤ θ0≤ 2π) 为 f( z) 的 1条 σ级
Borel方向，则在以原点为顶点，以 argz = θ0 为角平
分线的任意小角域 Ω( θ0 － ε，θ0 + ε) 内，存在 1列 σ
级充满圆

Γm : z － zm ＜ εm zm ，argzm = θ0，
lim
m→∞

zm = ∞，lim
m→∞

εm = 0( m = 1，2，…) ．

使得在每个 Γm 内，f( z) 可取任意复数至少 nm 次，

至多可能除去一些复数含于球面半径为 e －nm的 2个
圆内，其中 nm ≥ zm ρm，ρm → σ．
引理 3 设 f( z) 在角域 Ω( α，β) 内亚纯，则对

任意小的 ε ＞ 0，在全平面内对任意 3个相互判别的
复数 av ( v = 1，2，3) ，当 r ＞ 1 时，有

T0 ( r，Ω( α + ε，β － ε) ，f ) ≤

3∑
3

v = 1
N( 2r，Ω( α，β) ，f = av ) + O( log2 r) ．

引理 4 设 f( z) 在角域 Ω( α，β) 内解析，0 ＜
α ＜ β ＜ 2π，则有

logM( r，Ω，f ) ≤ Krk{ Sαβ ( 2r，f ) + 1} ，

Sαβ ( r，f ) ≤
2k
π ∫

r

1
log + M( r，Ω，f )

tk+1
dt +

4
π

M( r，Ω，f )
tk
，

其中M( r，Ω，f ) = {sup f( teiθ ) : α≤ θ≤ β，1≤

t≤ }r ，k = π ( β － α) ，K为一正常数．

引理 5［17］ 设 f( z) 是整函数，满足 0 ＜
μ( f ) ＜ 1，则ζ∈ ( μ( f ) ，1) ，存在集合 E ［0，
∞ ) ，满足logdensE≥ 1 － μ( f ) ζ，其中 E = { r ∈

［0，∞ ) :m( r) ＞ M( r) cosπζ} ，m( r) = inf
| z| = r

log | f( z) |，

M( r) = sup
| z| = r

log | f( z) | ．

3 定理的证明

定理1的证明 设 f为方程( 1) 的任一非零解，
由方程( 1) 得

B( z) ≤ f ″( z) f( z) +
A( z) f '( z) f( z) ． ( 3)

假设σαβ ( f ) = ρ ＜ ∞，argz = θ0 ( θ0∈ ( α，β) )
为 B的 1条 λ级 Borel方向，由引理 1，取 δ0 ＞ 0，使
得 θ0∈ ( α + δ0，β － δ0 ) ．对所有 z = reiφ∈Ω( α + δ0，

β － δ0 ) 且 z = reiφ  D，有

f ( l) ( z) f( z) ＜ K z l( kδ0+2ρ+1+ε) ( sinkδ0 ( φ －

α － δ0 ) )
－2 l ( l = 1，2) ，( 4)

其中 D为由引理 1 给出的 R-值集．
因为 argz = θ0为 B的1条 λ级 Borel方向，选取

适当的 η，使得 Ω( θ0 － η，θ0 + η)  Ω( α + δ0，β －
δ0 ) ．由引理 2，存在 1组 λ级 Borel充满圆: Γm : z －
zm ＜ εm zm ，其中 argzm = θ0，limm→∞

zm = ∞，

lim
m→∞

εm = 0，Γm  Ω( θ0 － η，θ0 + η) ．由于 B是整函

数，∞ 为其一个 Picard 例外值，故由充满圆的性质
知，在充满圆定义中的 2 个除外球面小圆中必有 1
个包含∞ ．定义 z1，z2的球面距离为 | z1，z2 |，从而当
m充分大时，存在复数 am ∈ Γm，使得下式成立

B( am ) ，∞ = (1 1 + B( am ) )2 1 /2 = 2e －nm ．
这样就可以找到与 m 无关的正常数 C，使得对

充分大的 m，有

B( am ) ＞ Cenm ≥ Ce | zm|
ρm
，ρm → λ．

注意到 am = ( 1 + o( 1) ) zm ．由简单的计
算可以证明

lim
r→∞

sup
loglogM( r，Ω( θ0 － η，θ0 + η) ，B)

logr ≥ λ ＞ 0．

由 Phragmen-Lindelf定理，容易知道存在区间
［θ1，θ2］ ( θ0 － η，θ0 + η) ，使得θ∈［θ1，θ2］，有

lim
r→∞

suploglog B( reiθ ) logr≥ λ． ( 5)

因为D是由半径之和为有限的可数个圆盘并构
成的 1个 R-值集，所以满足条件“射线 argz = θ与 D
中无穷个圆盘相交”的 θ的测度为0．故由( 4) 式，可
取 θ* ∈［θ1，θ2］，使得R0 ＞ 0，当 r ＞ R0 时，有

f ( l) ( reiθ* ) f( reiθ* ) ＜ Krl( kδ0+2ρ+1+ε) ( sinkδ0 ( θ
* －

α － δ0 ) )
－2 l ≤ MrN，l = 1，2 ( 6)
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成立，其中

M = K( sinkδ0 ( θ
* － α － δ0 ) )

－4，

N = 2( kδ0 + 2ρ + 2) ．

由( 5) 式，取0 ＜ ε* ＜ ( λ － λ0 ) 2，其中 λ0 =
σαβ ( A) ＜ λ．当 n充分大时，有

B( rne
iθ* ) ＞ erλ

－ε*
n ( 7)

成立．
又因为 σαβ ( A) ＜ λ，由整函数在角域内的增长

级的定义，有

A( rne
iθ* ) ＜ exp{ rλ0+εn } ． ( 8)

取 zn = rne
iθ* ，将( 6) ～ ( 8) 式分别代入( 3) 式，当

n→ ∞ 时，便导出矛盾!
所以 σαβ ( f ) = ρ ＜ ∞ 的假定不成立．故

σαβ ( f ) = ∞ ．
由于在上述证明过程中，只用到了 Ω( α，β) 是

包含 argz = θ0 的任意角域，故ε ＞ 0，当 α = θ0 －
ε，β = θ0 + ε时，同样有

σαβ ( f ) = σθ0－ε，θ0+ε ( f ) = ∞ ． ( 9)
下证 argz = θ0为 f的1条∞ 级 Borel方向．若不

然，由 Borel方向的定义知，存在适当小的任意 ε0，

τ ＜ ∞ 以及 3 个相互判别的有穷复数 av ( v = 1，2，
3) ，其中有 1 个 av 为 ∞，使得

∑
3

v = 1
n( Ω( θ0 － 2ε0，θ0 + 2ε0，r) ，f = av ) ＜ rτ

成立，其中 Ω( θ0 － 2ε0，θ0 + 2ε0，r)  Ω( α，β，r) ．
从而

N( r，Ω( θ0 － 2ε0，θ0 + 2ε0 ) ，f = av ) =

∫
r

0

n( Ω( θ0 － 2ε0，θ0 + 2ε0，t) ，f = av) － n( 0，f = av)
t dt +

n( 0，f = av) logr≤ rτ+c1，
其中 c1 为一正常数．
由引理 3，知
T0 ( r，Ω( θ0 － ε0，θ0 + ε0 ) ，f ) ≤

3∑
3

v =1
N( 2r，Ω( θ0 －2ε0，θ0 +2ε0) ，f = av) + O( log

2r) ≤

3∑
3

v = 1
N( 2r，Ω( θ0 － 2ε0，θ0 + 2ε0 ) ，f = av ) +

O( log2 r) ≤ rτ+c2，
其中 c2 为一正常数．
由不等式( 2) 得
Sθ0－ε0，θ0+ε0 ( r，f ) ≤

2k2
T0 ( r，Ω( θ0 － ε0，θ0 + ε0 ) ，f )

rk
+

k3 ∫
r

1

T0 ( t，Ω( θ0 － ε0，θ0 + ε0 ) ，f )
tk+1

dt + O( 1) ，

其中 k = π 2ε0，易知，M' ＞ 0，N' ＞ 0，使得
Sθ0－ε0，θ0+ε0 ( r，f ) ≤ M'rN'

成立．
再由引理 4，知

logM( r，Ω( θ0 － ε0，θ0 + ε0 ) ，f ) ≤
Krπ / ( 2ε0) { Sθ0－ε0，θ0+ε0 ( 2r，f ) + 1} ≤ M″rN″．

( 10)
由( 10) 式，根据整函数在角域内增长级的定

义，容易知道 σθ0－ε0，θ0+ε0 ( f ) ＜ ∞，这便与( 9) 式导
出矛盾!所以 argz = θ0 为 f的 1条∞ 级 Borel方向．
定理2的证明 设 f为方程( 1) 的任一非零解，

若 σαβ ( f ) = ρ ＜ ∞，下面将导出矛盾．

任取 θ∈ ( α，β) ，取0 ＜ η ＜ δ0 = 1
2 min{ θ － α，

β － θ} ，则
Ω( θ － η，θ + η)  Ω( α + δ0，β － δ0 )  Ω( α，β) ．
对 f( z) 在 Ω( α，β) 上应用引理 1 可知

f ( l) ( z) f( z) ＜
K z l( kδ0+2ρ+1+ε) ( sinkδ0 ( φ － α － δ0 ) )

－2 l ≤
MrN ( l = 1，2)

对所有的 z = reiφ∈Ω( α + δ0，β － δ0 ) 且 zD均成
立．特别地，M ＞ 0，N ＞ 0，有

f ( l) ( reiφ )
f( reiφ )

≤ MrN ( l = 1，2) ( 11)

成立，其中 D为引理 1 给出的 R-值集．
对 B应用引理 5，取 ζ = ( μ( B) + 1 /2) 2，记

M( r) = sup
| z| = r

log B( z) ，m( r) = inf
| z| = r

log B( z) 及

{E = r∈［0，∞ ) : m( r) ＞ M( r) cosπ }ζ ，则ε ＞
0 及 z，满足当 z = r∈ E时，有

B( z) ＞ exp{ rμ( B) －ε} ．
由于 logdensE ≥ 1 － μ( B) ζ = ( 1 /2 －

μ( B) ) ( μ( B) + 1 /2) ＞ 0，而D是 R-值集．从而可
取 rn ∈ E，使得 zn = rne

iθ  D．当 n→ ∞ 时，有
B( zn ) ＞ exp{ rμ( B) －εn } ． ( 12)

令 λ = σαβ( A) = lim
r→∞

sup loglogM( r，Ω( α，β) ，A)logr ，

由于 λ ＜ μ( B) ，对上述的 ε ＞ 0 和 zn，当 n 充分大
时，有

| A( zn ) | ＜ exp{ rλ+εn } ． ( 13)
现取 ε ＜ ( μ( B) － λ) 2，将( 11) ～ ( 13) 式代

入( 3) 式便导出矛盾!所以 σαβ ( f ) = ∞ ．由证明过
程进一步可知 σα－η，β+η ( f ) = ∞ ．
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类似定理 1的证明，容易知道 argz = θ为 f的 1
条 ∞ 级 Borel方向．
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The Growth and Borel Direction of Solutions for
Differential Equation f ″ + Af ' + Bf = 0 in Angular Domains

YI Cai-feng，LIU Xu-qiang
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The growth and Borel direction of solutions in angular domains for differential equation f ″ + Af ' + Bf = 0
is investigated where A( z) and B( z) are entire functions，by using the fundamental theory and method of value dis-
tribution in angular domain． Under some conditions，it is proved that every solution f0 of the equation is of infinite
order in any angular domain which has λ order Borel direction of B( z) ，and the ∞ order Borel direction of the solu-
tion is unanimous with the λ order Borel direction of B( z) ．
Key words: differential equations; solutions; angular domain; Borel direction; infinite order
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