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摘要: 利用循环群的特殊代数结构，引入了 Scott子群拓扑 σP ( G) ，讨论了循环群偏序集上 3种不同拓扑
之间的关系，即循环群拓扑O( G) 、Scott拓扑σ( G) 和 Scott子群拓扑σP ( G) ，并得出若( G，O( G) ) 是 T0的

紧空间且 sub( G) 分离 G中的点，则 CO( G) = σ( G) = σP ( G) ．

关键词: 循环群偏序集; 循环群拓扑; Scott拓扑; Scott子群拓扑

中图分类号: O 189． 1 文献标志码: A

0 引言

1971 年 D． Scott由于理论计算机的语义问题而
提出了 Domain 的概念，在人们不断深入研究下，取
得了许多深刻且有影响的结果． 随着时间的推移，
Domain理论在其它领域都有一定的应用，特别是与
代数中的一些对象相结合［1-3］．文献［4］在群上构造
Domain，定义了循环群偏序集和循环群拓扑，将数
学中的序结构、拓扑结构、代数结构很好地结合在一
起，并得出一些较好的结论; 文献［5-6］分别在半群
和环上建立了偏序、拓扑和相关的 Domain 结构． 本
文进一步讨论循环群偏序集上的拓扑，分别赋予循

环群拓扑 O( G) 、Scott拓扑 σ( G) 和 Scott子群拓扑
σP ( G) ，得到如下结论:
( ⅰ) 若 G是强连续群，则 σ( G) = σP ( G) ;
( ⅱ) 若( G，O( G) ) 是紧的且 sub( G) 分离 G 中
的点，则 CO( G)  σ( G) ;
( ⅲ) 若 ( G，O( G) ) 是 T0 空间，则 CO( G) =

σP ( G) ; 因 σ( G)  σP ( G) ，所以，若( G，O( G) ) 是
T0 的紧空间且 sub( G) 分离 G 中的点，则 CO( G) =
σ( G) = σP ( G) ．
众所周知，对于偏序集 P，常用的一种关系

“＜ ＜”称为 way-below关系，其定义为x，y∈ P，
x ＜ ＜ y对定向集 D P，若 y≤∨ D，则d∈ D
使得 x≤ d．
称偏序集 P是连续的，若x∈P，{ y∈P | y ＜ ＜

x} 是定向集且 x =∨ { y∈ P | y ＜ ＜ x} ．
设 P是偏序集，U P，称 U为 Scott开集，若满足
( ⅰ) U =↑U;
( ⅱ) 对定向集 D，若∨ D∈ U，则 U∩ D≠．
称由 Scott 开集构成的拓扑为 Scott 拓扑，记为

σ( P) ．
定义 1 设 G是群，〈A〉表示由 G的子集 A生成

的子群，定义G上的关系≤G : x≤Gyx = y或〈x〉
〈y〉，其中〈x〉〈y〉表示〈x〉是〈y〉的真循环子群．
显然，≤G 是一种偏序关系，称≤G 是群 G上的循环
群偏序，群 G带上这个偏序关系称为 G 的循环群偏
序集．在不引起混淆的情况下，≤G 简记为≤．
设 G是群，记 sub( G) = { Ai | Ai 是 G的子群} ，

O( G) = { ∪
i∈Ji

Ai Ji 是指标集，Ai ∈ sub( G) } ，易证

O( G) 是 G上的拓扑．
定义 2 设G是群，称O( G) 为群G的循环群拓

扑．此时，β = {〈a〉| a∈ G} 是 O( G) 的 1个基，记
由( G，O( G) ) 中所有闭集构成的集合为 CO( G) ．
引理 1 设 G是群，S G，∨ S存在当且仅当

s0 ∈ S满足g∈ S，有 g≤ s0，即∨ S存在当且
仅当∨ S∈ S．
本文中未说明的概念和记号请参见文献［7-10］．
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群偏序和循环群拓扑．
引理 2 设 G是群，x，y∈ G，则 x∈ { y}y∈

〈x〉〈y〉〈x〉，其中{ y} 表示 y的闭包．
引理 3 设 G是群，x，y∈ G，
( ⅰ) { x} = { y}〈x〉=〈y〉;
( ⅱ)↑x { x} ;
( ⅲ) 若 G是 T0 空间，则↑x = { x} ．

证 ( ⅰ) { x} = { y}y∈ { x} ，x∈ { y} 
〈y〉〈x〉，〈x〉〈y〉〈x〉=〈y〉．
( ⅱ) 设 x≤ y，若 x = y，则显然 y = x∈ { x} ，若

x ＜ y，由循环群偏序的定义知，〈x〉〈y〉，从而对
任意含有 y的开集 U，x∈〈y〉 U，所以 y∈ { x} ，
即↑x { x} ．
( ⅲ)y∈ { x} ，有〈x〉〈y〉，若〈x〉=〈y〉时，
由( ⅰ) 知{ x} = { y} ，因 G 是 T0 的，所以 x = y，若
〈x〉〈y〉时，则有 x ＜ y，故{ }x ↑x，又由( ⅱ) 知
↑x = { x} ．
定理 1 设 G是群，则 G中的开集是下集，闭集

是上集．
证 设 F 是 G 任一闭集，则 x ∈ F，↑x 

{ x}  F，从而↑F = ∪
x∈F
↑x F，所以↑F = F，即

F是上集，由此可知，G中的开集是下集．
引理 4 设 G是群，P∈ sub( G) ，则 P是下集;

若∨ P存在，则 P还是定向的．
证 设 P∈ sub( G) ，y∈↓P，则x∈P使得

y≤ x，若 y = x，显然有 y = x∈P，若 y ＜ x，由循环群
偏序的定义知〈y〉〈x〉．又〈x〉 P，则 y∈〈y〉
〈x〉 P，所以 P = ↓P; 若∨ P存在，由引理 1 知
∨ P∈ P，即∨ P是 P的最大元，故 P是定向的．
定义3 定义群 G上的关系: x y对子群

P，当∨ P存在且 y≤∨ P时，p∈ P使得 x≤ p;
称 G为强连续群，若x∈G，x =∨x，其中x =
{ y∈ G | y x} ;
设 U  G，称 U 是 Scott 子群开集，若满足

( ⅰ) U =↑U; ( ⅱ) 对子群 P，当∨ P存在且∨ P∈
U时，U∩P≠．称由 Scott子群开集构成的拓扑为
Scott子群拓扑，记为 σP ( G) ．
注 1 由引理4知 x ＜ ＜ yx y，又 Scott子群

开集定义中的条件 ( ⅱ) 自然满足，从而 U ∈
σP ( G) U =↑U．
命题 1 设 G是群，则有
( ⅰ)x = { y∈ G | y x} ∈ sub( G) ;
( ⅱ) G是强连续群G是连续群且 = ＜ ＜ ．
证 ( ⅰ) 显然 x =∩ { P ∈ sub( G) | x ≤

∨ P} ，且子群的任意交仍为子群，故x是 G子群．
( ⅱ) 必要性 显然成立．
充分性 若 G是强连续群，只需证 x y可推

出 x ＜ ＜ y．设 x y，若 y≤∨D，其中D是定向集，则
y≤∨ ( ∨

d∈D
d) =∨ ( ∪

d∈D
d) ，此时 ∪

d∈D
d是G的

子群． 事实上，x，y ∈∪
d∈D
d，d1，d2 ∈ D 使得

x∈d1，y∈d2，因 D定向，则d0 ∈ D使得 d1，

d2 ≤d0，从而 x，y∈d0xy∈d0 ∪
d∈D
d，故

∪
d∈D
d是 G的子群，由 x y和 y≤∨ ( ∨

d∈D
d) =

∨ ( ∪
d∈D
d) 知，d∈ D使得 x∈d，由 G是强连

续群知 x≤ d，所以 x y可推出 x ＜ ＜ y，从而 =
＜ ＜，所以群 G是连续的且 = ＜ ＜ ．
定理 2 若 G是强连续群，则 σ( G) = σP ( G) ．
证 显然 σ( G)  σP ( G) ，只需证 σP ( G) 

σ( G) ．U∈ σP ( G) ，x∈ U，由 G 是强连续群知
x = ∨x∈U，且x是G的子群，从而u∈U使
得 u x，所以，x∈u，其中u = { y∈ G | u 
y} ．因 G是强连续群，由命题 1( ⅱ) 知u↑u
U且 u ∈ σ( G) ，故 U ∈ σ( G) ，所以 σ( G) =
σP ( G) ．
定义 4 设 G是群，E是 G的子集族，称 E分离

G中的点，若 a，b ∈ G，a ≤\ b，则 A ∈ E 使得
〈a〉A，〈b〉 G /A．
定理 3 设 G是群，若 sub( G) 分离 G中的点，

则a∈ G，G /〈a〉∈ σ( G) ; 进而若( G，O( G) ) 还
是紧的，则 CO( G)  σ( G) ．
证 令 B = G /〈a〉，则 B是循环群拓扑 O( G)

的闭集，从而是上集，即 B =↑B．
对于定向集D，若∨D∈B = G /〈a〉，即∨D

〈a〉，则∨ D≤\ a，从而d∈ D使得 d≤\ a，由条件
存在子群 P∈ sub( G) ，使得〈d〉 P，〈a〉 G /P，
所以 d∈ P G /〈a〉= B，故 D∩ B≠，所以 G /
〈a〉∈ σ( G) ．F∈ CO( G) ，令U = G /F∈O( G) ，若

G是紧的，则a1，a2，…，an∈ U，使得 U =∪
n

i = 1
〈ai〉，

从而 F = ∩
n

i = 1
G /〈ai〉∈ σ( G) ，所以 CO( G)  σ( G) ．

定理 4 若( G，O( G) ) 是 T0 空间，则 CO( G) =
σP ( G) ．
证 由定理 1 知 CO( G)  σP ( G) ． 设 F ∈

σP ( G) ，则 F =↑F，若 F CO( G) ，则g∈ F且 g
F，从而〈g〉∩ F ≠ ，即 x ∈〈g〉∩ F，所以有
〈x〉〈g〉，x∈F; 又 gF =↑F，则有〈x〉=〈g〉，
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否则，若〈x〉〈g〉，即x ＜ g，由x∈F可知g∈↑F =
F，矛盾．由〈x〉=〈g〉及引理 3(ⅰ) 知，{ x} = { g} ，因
( G，O( G) ) 是T0空间知x = g，矛盾，所以F∈CO( G) ，故

CO( G) = σP( G) ．
由定理 3和定理 4可得如下推论．
推论 1 设 G是群，若( G，O( G) ) 是 T0 的紧空间

且 sub( G) 分离G中的点，则CO( G) = σ( G) = σP( G) ．
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The Topologies on Cyclic Posets of Groups
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Abstract: Based on the special structures of cyclic groups，the scott-subgroup topology σP( G) is introduced，and the rela-
tionshipes between the three differences topologies on cyclic groups are discussed，that is the cyclic topology O( G) ，the
scott topology σ( G) ，the scott-subgroup topology σP( G) ． It is proved that if ( G，O( G) ) is T0，compace space and sub
( G) separate the points of groups G，then CO( G) =σ( G) =σP( G) ．
Key words: cyclic posets of group; cyclic topology; Scott topology; Scott-subgroup topology
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