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负相依索赔下更新风险模型的精细大偏差
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摘要: 研究了基于客户到来的更新风险模型，该风险模型中假设索赔额序列是负相依不同分布的重尾随机变
量序列，则在索赔额服从 D∩L族的条件下，得到了损失过程的精细大偏差．
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0 引言

自从 C． C． Heyde等［1］研究建立大偏差理论以来，
国内外许多学者对大偏差的研究产生了浓厚的兴趣．
文献［2］在 R－α 族给出了精细大偏差的结果．文献［3］
首先将大偏差结果推广到了 ERV族，然后文献［4］推
广到了随机和的结果．更一般化的随机和的精细大偏
差结果可以参见文献［5-7］．相依条件下的部分和及随
机和大偏差也取得了一些进展［8］．
在现实生活中，索赔之间存在着某种相依关系，特

别是呈现负相依关系的比较常见． 于是，本文将文献
［9］的研究对象进行了两方面的推广:取消索赔额独立
的条件和扩大了分布族的范围．为了将实际赔付额精
确地表达出来，将文献［9］的模型进行了改进:
(ⅰ) 客户的到达过程{ N( t) ，t ≥ 0} 为更新计数过
程，第 k 个客户购买保单的时间为 σk ． 显然，N( t) =
max{ k; σk ≤ t} 是时间 t之前售出的保单数;
(ⅱ) 假设第 k个客户在时刻σk 购买了1份保单，则
保险公司在该时期内承担了该保单的风险．设第k个客
户的潜在索赔额为 Bk，均值为 μk，随机变量 Ik ( k≥ 1)
表示第 k个保单是否真正发生索赔( Ik = 1表示发生索
赔) ．第 k张保单的价格为( 1 + δ) μk，其中常数 δ可解释
为安全负载系数，则保险公司对第k份保单的净索赔额
为 BkIk － ( 1 + δ) μk ．
从而时刻 t之前保险公司的损失过程为

S( t) =∑
N( t)

k =1
BkIk －∑

N( t)

k =1
( 1 + δ) μk，t≥ 0． ( 1)

显然，文献［10］是在{ N( t) } 为复合二项过程、索

赔额相互独立且共同分布 F∈ ERV的条件下，讨论了
损失过程的精细大偏差及相应的破产概率．文献［11］
是在索赔额为负相依随机变量且共同分布 F服从 C族
条件下得到了大偏差的部分和及随机和的结果．
{ Bk，k≥1} 为负相依且具有不同分布的随机变量

序列，其分布分别为Fk ( x) = P( Bk≤x) ，满足Fk ( x) =
1 － Fk ( x) 和F( x) ．随机变量{ Ik，k≥1} 为负相依的，具
有共同的期望 q ∈ ( 0，1］，{ N( t) } 为更新过程，
EN( t) =λ( t) ＜ ∞ ．假设{ Bk，k≥1} ，{ N( t) } ，{ Ik，k≥

1} 相互独立． 记索赔额的部分和为 Sn = ∑
n

k =1
BkIk －

∑
n

k =1
( 1 + δ) μk ．

定义1 称分布 F( x) 属于 L族，如果对任意固定
的 y( 或等价地 y = 1) ，F满足

lim
x→∞

F( x + y)
F( x)

= 1．

称分布 F( x) 属于 D族，如果对任意固定的 0 ＜ y ＜
1( 或等价地 y = 1 /2) ，F满足

lim
x→∞

F( xy)
F( x)

＜ ∞ ．

定义 2 如果对所有 n = 1，2，…和x1，x2，…，
xn，满足

(ⅰ) P( X1≤x1，…，Xn≤xn) ≤∏
n

k =1
P( Xk≤xk ) ，则称

随机变量序列{ Xk} ( k = 1，2，…) 下负相依;

(ⅱ) P( X1 ≥ x1，…，Xn ≥ xn) ≤∏
n

k =1
P( Xk ≥ xk ) ，则

称随机变量序列{ Xk} ( k = 1，2，…) 上负相依．



如果上述 2 个条件均成立，则称随机变量序列
{ Xk} ( k = 1，2，…) 是负相依的．
定义 3 设 X 是随机变量序列，具有分布函数

F( x) ，y ＞ 0，

F* ( y) = lim
x→∞

inf F( xy)
F( x)
，

J*F = inf －
log F* ( y)
log( y) : y ＞{ }1 = － lim

y→∞

log F* ( y)
log( y) ，

称 L+
F 为分布函数 F( x) Matuszewska指标数．

1 主要结果与相关引理

首先给出本文用到的一些记号:

Xk =BkIk，Yk =∑
n

k =1
BkIk，

Sn =∑
n

k =1
BkIk －∑

n

k =1
( 1 + δ) μk，

Xk 的分布为 qFk ( x) ．
下面给出本文的假设条件:

( K1)T ＞ 0，对 x≥ T，使得

lim
n→∞

1
n∑

n

k =1
Fk ( x)

F( x)
= 1

一致成立．
( K2) 存在 1个正函数 ε( t) ，当 t→∞ 时，

ε( t) →∞，
P( N( t) － λ( t) ＞ ε( t) λ( t) ) = o( 1) ．
定理 1 对于模型( 1) ，在假设( K1) 下，若Fk ∈

D∩ L，k≥1，则对于任意给定的常数 γ，当 x≥ γn时，
一致地有

P( Sn － ESn ＞ x) = P( Yn － EYn ＞ x) ～ qn F( x) ． ( 2)
定理 2 对于模型( 1) ，在假设( K1 ) 和( K2 )

下，如果 Fk ∈ D∩ L( k≥ 1) ，对 x≥ γλ( t) ，其中 γ
是任意常数，则有

P( S( t) － ES( t) ＞ x) ～ λ( t) q F( x) ．
需要如下一些引理来证明定理 1 和定理 2．
引理 1［12］ 如果 F∈ D，那么
( ⅰ)ρ ＞ J*F ，存在正数 x0和 B0，使得对所有的

θ∈ ( 0，1］及 x≥ θ －1x0，有F( θx) / F( x) ≤ B0θ
－ρ ;

( ⅱ)γ ＞ J*F ，有 x－γ = o( F( x) ) ．

引理2 假设对某些 p≥1，有E( Xi )
p ＜ ∞，i≥

1，E( X) p ＜ ∞ ．如果假设( K1 ) 成立，则存在一些有

限常量 μ
∧

p ．对所有 n≥ 1 有∑
n

i = 1
E( Xi )

p ≤ nμ
∧

p ．

引理 3［13］ 对于随机变量序列{ Xk : k ≥ 1} 和

实函数{ fk (·) : k≥ 1} ，有
( ⅰ) 若{ Xk : k≥ 1} 是负相依随机变量序列，并
且{ fk (·) : k≥ 1} 为单调的，则{ fk ( Xk ) : k≥ 1} 仍为
负相依随机变量序列;

( ⅱ) 若{ Xk : k≥ 1} 是非负的负相依随机变量序

列，则k≥ 1，有 E(∏
n

k = 1
Xk ) ≤∏

n

k = 1
EXk．

引理 4 设{ Bk : k ≥ 1} 为负相依随机变量序
列，分布为 Fk，{ Ik : k≥ 1} 为另一随机变量序列，且
与{ Bk : k≥ 1} 相互独立，则{ BkIk : k≥ 1} 也为负相
依的．
类似于文献［14］的方法可以证明引理 4．
引理5 设{ Bk : k≥1} 为负相依不同分布随机

变量序列，其分布为 Fk，均值 μk = EBk ＜ ∞ ; { Ik :
k≥ 1} 是负相依随机变量序列，那么v ＞ 0，x ＞ 0
和 n≥ 1，有

P ∑
n

k =1
BkIk ＞ x，∩

n

i =1
{ BiIi ≤ x /v( )} ≤ ( enμ∧1q /x)

v，( 3)

P ∑
n

k = 1
BkIk( )＞ x ≤ nq F( x /v) + ( enμ

∧

1q /x)
v ． ( 4)

证 令 Xk = BkIk，其分布函数为 qFk ( x) ，

x ＞0，v ＞ 0，记 槇Xk = XkI{ Xk≤x / v} + ( x /v) I{ Xk ＞ x / v} ( k≥

1) ，槇Sn = ∑
n

k = 1

槇Xk ( n≥ 1) ，则{ 槇Xk} 仍为负相依随机变

量序列．

h ＞ 0， (P ∑
n

k =1
Xk ＞ x，∩

n

i =1
( Xi≤ x /v )) ≤P( 槇Sn ＞

x) ≤ e －hxE( eh S
～
n ) ≤ e －hx∏

n

i = 1
E( ehX

～
i ) ，其中最后不等

式由引理 3 得到．
当 y ＞ 0 时，函数( ehy － 1) / y 单调递增，且当

u ＞ 0 时，有 1 + u≤ eu，从而

∏
n

i = 1
E( ehX

～
i ) ≤ ∏

n

i =
(

1
1 + ∫

x / v

0
( ehy － 1) dqFi ( y) +

∫
∞

x / v
( ehx / v － 1) dqFi ( y )) ≤∏

n

i =1
( 1 + ( ehx / v － 1) vqμi / x +

( ehx / v － 1) q Fi ( x /v) ) ≤ {exp ∑
n

i =1
( ehx / v － 1) vqμi / x +

∑
n

i =1
( ehx / v － 1) q Fi ( x /v }) ≤ exp{ ( ehx / v － 1) vqnμ

∧

1 / x +

( ehx / v － 1) qn F( x /v) } ≤ exp{ ( ehx / v － 1) vqnμ
∧

1 / x} ，
其中倒数第 2个不等式由假设( K1) 以及引理 2得到．
令 h = h( x) = ( x /v) ln［x / ( qnμ

∧

1 ) + 1］＞ 0，有

P ∑
n

k = 1
BkIk ＞ x，∩

n

i = 1
{ BiIi ≤ x /v( )} ≤

exp{ v － vln［1 + x / ( qnμ
∧

1 ) ］} ≤ ( enμ
∧

1q /x)
v ．
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下证( 4) 式成立．
v ＞ 0，x ＞ 0，n≥1及 h ＞ 0，由( 3) 式及假设

( K1 ) 知

P ∑
n

k =1
Xk( )＞ x ≤ P(∪

n

i =1
{ Xi ＞ x /v} ) (+ P ∑

n

k =1
Xk ＞ x，

∩
n

i =1
{ Xi ≤ )x /v ≤∑

n

i = 1
F( x /v) + P ∑

n

i = 1

槇Xi( )＞ x ≤

nq F( x /v) + e－hx∏
n

i =1
E( ehX

～
i) ≤nqF( x /v) + ( enμ

∧

1q /x)
v．

2 主要结果的证明

定理 1 的证明 首先证明

liminf
n→∞

inf
x≥γn

P( Yn － EYn ＞ x)
n F( x)

≥ q．

对固定的 v ＞ 1，有
P( Yn － EYn ＞ x) ≥ P( Yn － EYn ＞ x，max

1≤k≤n
( Xk －

EXk ) ＞ x) ≥∑
n

k = 1
P( Yn － EYn ＞ x，Xk － EXk ＞ x) －

∑
1≤k ＜ l≤n

P( Yn － EYn ＞ x，Xk － EXk ＞ x，Xl － EXl ＞ x) ≥

∑
n

k = 1
P( Xk － EXk ＞ x) － ∑

1≤k ＜ l≤n
P( Xk － EXk ＞ x，Xl －

EXl ＞ x) : = J1 － J2 ． ( 5)
首先，处理 J1，由假设( K1 ) 知

J1 = ∑
n

k = 1
q Fk ( x) ～ nq F( x) ． ( 6)

对于 J2，有

J2 ≤ ∑
1≤k ＜ l≤n

P( Xk － EXk ＞ x) P( Xl － EXl ＞ x)

(
≤

∑
n

k = 1
q Fk ( x )) 2 (≤ nq F( x )) 2

， ( 7)

因此由( 5) ～ ( 7) 式可知

liminf
n→∞

inf
x≥γn

P( Yn － EYn ＞ x)
n F( x)

≥

liminf
n→∞

inf
x≥γn

nq F( x)
n F( x)

－ liminf
n→∞

inf
x≥γn

nq2 F( x) ≥ q．

其次，估计( 2) 式的上界，a( x) ＞ 0，
P( Yn － EYn ＞ x) ≤ P( max

1≤k≤n
Xk ＞ x － a( x) ) +

P( Yn － EYn ＞ x，max
1≤l≤n

Xl ≤ x /v) + P( Yn － EYn ＞ x，

max
1≤k≤n

Xk ≤ x － a( x) ，max
1≤l≤n

Xl ＞ x /v) ≤∑
n

k = 1
P( Xk ＞

x － a( x) ) + ∑
n

l = 1
P( Yn － EYn ＞ x，Xl ＞ x /v) +

P( Yn ＞ x，∩
n

l = 1
Xl ≤ x /v) : = M1 + M2 + M3 ． ( 8)

再次，利用 L族的定义以及假设( K1 ) ，则有

M1 = ∑
n

k = 1
q Fk ( x － a( x) ) ≤ nq F( x) ， ( 9)

由{ Xk ; k≥ 1} 的负相依性以及 F∈ D知

M2

n F( x)
≤

n F( xv )

n F( x)
P( Yn － Xk ＞ a( x) ) → 0，x→ ∞，

( 10)
由引理 5 以及引理 2 知

M3 ≤ ( enμ
∧

1q /x)
v = o( nq F( x) ) ． ( 11)

由( 8) ～ ( 11) 式得

limsup
n→∞

sup
x≥γn

P( Yn － EYn ＞ x)
n F( x)

≤ q．

故定理 1 得证．
定理 2 的证明 注意到

P( S( t) － ES( t) ＞ x) = ∑
∞

n = 1
P( N( t) = n) P( Sn －

ES( t) ＞ x) = ( ∑
n ＜ ( 1－ε( t) ) λ( t)

+ ∑
n－λ( t) ≤ε( t) λ( t)

+

∑
n ＞ ( 1+ε( t) ) λ( t)

) P( N( t) = n) P( Sn － ES( t) ＞ x) : =

L1 + L2 + L3 ．
首先，处理 L1，利用假设( K1 ) 和( K2 ) 、L族的定

义以及定理 1 得

L1≤ ∑
n ＜ ( 1－ε( t) ) λ( t)

P( N( t) = n) P( Sn － ES( t) ＞ x) ≤

∑
n ＜ ( 1－ε( t) ) λ( t)

P( N( t) = n) P( Sn － ESn ＞ x － ESn ) ≤

∑
n ＜ ( 1－ε( t) ) λ( t)

nq F( x) P( N( t) = n) ≤

λ( t) q F( x) ·P( N( t) ＜ ( 1 － ε( t) ) λ( t) ) =
o( λ( t) q F( x) ) ．
再考虑 L2，再次利用定理 1 和 L族定义得

L2 = ∑
n－λ( t) ≤ε( t) λ( t)

P( N( t) = n) P( Sn － ESn ＞

x － ESn + ES( t) ) = ∑
n－λ( t) ≤ε( t) λ( t)

P( N( t) = n) ·

P( Sn － ESn ＞ x － ( n － λ( t) ) ( qμ
∧

1 － ( 1 + δ) μ
∧

1 ) ) =

∑
n－λ( t) ≤ε( t) λ( t)

nq F( x － ( n － λ( t) ) ( qμ
∧

1 － ( 1 +

δ) μ
∧

1 ) ) P( N( t) = n) ～ λ( t) q F( x) P( | N( t) －

λ( t) |≤ ε( t) λ( t) ～ λ( t) q F( x) ．
最后估计 L3，由引理 1 和引理 4 有

L3 ≤ ∑
n ＞ ( 1+ε( t) ) λ( t)

P( N( t) = n) P( Sn ＞ x) ≤

∑
n ＞ ( 1+ε( t) ) λ( t)

P( N( t) = n) ( nq F( x /v) + ( enμ
∧

1q /x)
v) ～

∑
n ＞ ( 1+ε( t) ) λ( t)

P( N( t) = n) ( nq F( x /v) + o( F( x) ) ) ≤

P( N( t) ＞ λ( t) ( 1 + ε( t) ) λ( t) q F( x /v) =
o( λ( t) q F( x) ) ．

41 江西师范大学学报( 自然科学版) 2013年



定理 2 得证．
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The Precise Large Deviations for a Renewal Risk Model
with Negatively Dependent Claims

XIAO Hong-min，MA Xiu-fen，CUI Yan-jun，WANG Ying
( College of Mathematics and Information Science，Northwest Normal University，Lanzhou Gansu 730070，China)

Abstract: A renewal process risk model based on the customer was proposed． In this model，customers’claims are
described as negatively dependent heavy-tailed random variables with non-identical distribution． Under the assump-
tion that the claims belong to class D∩L，the precise large deviations of the loss process is obtained．
Key words: negatively dependence; renewal process; class D∩L; precise large deviations
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