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基于秩统计量的粗糙集精度的度量方法
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摘要: 提出一种基于秩统计量的粗糙集精度的度量方法，该方法既考虑了知识颗粒块数据值的大小的信
息，又考虑了论域大小，并给出这一度量的若干性质，实例表明所给出的精度度量是合理的、有效的．
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0 引言

Z． Pawlak 等［1］在 20 世纪 80 年代初提出的粗
糙集理论是处理不完全和不精确信息的一种新的数

学工具［2］，粗糙集的不确定性主要由系统的不确定

性和概念的不确定性 2 个原因引起的． 经典的粗糙
集的近似精度，没有考虑到由等价关系导出的划分

颗粒的大小，存在一定的局限性［3］．文献［4］利用过
剩熵给出了粗糙集的不确定性度量． 文献［5］给出
一种基于知识含量的粗糙集不确定性度量． 文献
［6］提出了论域 U 的 2 个等价类之间的距离，然后
从距离角度定义划分的散度来描述划分的颗粒块的

大小，再给出了近似精度的定义．
本文在分析传统精度的局限性基础上，在综合

文献［4-6］工作的基础上，充分考虑到知识颗粒块数
据值的大小的信息对精度的影响，提出了一种基于

秩统计量的粗糙集精度的度量方法，并给出这一度

量的优良性质，最后通过 2 个实例，说明了所给出的
精度度量的合理性、有效性．

1 粗糙集理论基础知识

设 U是一个非空有限集合，称为论域［7-8］． 称任
何子集 X U为 U中的 1 个概念或范畴．设 R是 U
上的 1 个等价关系，U /R 是 R 的所有等价类构成的
集合，符号［x］R表示包含 x∈U的 R等价类．设 A是
U上的一族等价关系，称二元组 K = ( U，A) 为一知

识库( 或称为 Pawlak近似空间) ．
定义 1( 不可分辨关系) ［9］ 设 K = ( U，A) 为

一知识库，P R，P≠，则∩ P 也是一种等价关
系，用 IND( P) = { ( x，y) ∈ U × U a∈ P，f( x，
a) = f( y，a) } 表示属性集 P 上的不可分辨关系，
IND( P) = ∩ P 是 U 上的等价关系，［x］IND( P) =
∩
Ri∈P
［x］Ri
，x∈U表示不可分辨关系 IND( P) 的所有

等价类．为了表述简便，将 U IND( P) 记为 U P．
定义 2( 上、下近似及边界) ［10-11］ X  U，称

R( X) = { x∈U |［x］RX} 为X关于近似空间( U，
A) 的下近似集，称 R( X) = { x ∈ U | ［x］R ∩ X ≠
} 为 X 关于近似空间 ( U，A) 的上近似集，称
PosR ( X) = R( X) 为X的R正域，称NegR ( X) = U －
R( X) 为X的R负域，称BnR ( X) = R( X) － R( X) 为
X的 R边界域．显然有 R( X) = R( X) ∪ BnR ( X) ．

当 R( X) ≠ R( X) 时，称二元组( R( X) ，R( X) )
为近似空间中的粗糙集． BnR ( X) 中的元素表示根
据知识 R不能分辩是属于 X还是属于 ～ X( 即 U －
X) 的 U中元素; NegR ( X) 中的元素表示根据知识 R
分辩一定不属于X的U中元素; R( X) 或PosR ( X) 中
的元素表示根据知识 R 分辩一定属于 X 的 U 中元
素; R( X) 中的元素表示根据知识 R分辩可能属于 X
的 U中元素．
在粗糙集理论中，集合的不精确性是由于边界

区域的存在而引起，集合的边界区域越大，其精确性

越低．为了更准确地表达这一点，引入精度的概念．
定义 3( 近似精度) 关于等价关系 R的集合 X

的近似精度为



αR ( X) =
| R( X) |
| R( X) |

，

其中 X≠，X 是集合 X的基数．

精度 αR ( X) 描述了根据已有知识对概念 X 的
了解程度． 显然，对于每个 R 和 X  U 有 0 ≤
αR ( X) ≤1．当 αR ( X) = 1时，集合 X的 R边界域为
，集合 X是 R可定义的; 当 αR ( X) ＜ 1 时，集合 X
有非空 R边界域，集合 X为 R不可定义的．集合 X的
R粗糙度 ρR ( X) 定义为 ρR ( X) = 1 － αR ( X) ，它与精
度相反，表示对概念 X的不了解程度．

2 一种基于秩统计量的粗糙集精度
的度量方法

2． 1 Pawlak精度的局限性

定义 4 设P = { P1，P2，…，Pn} ，Q = { Q1，Q2，

…，Qn} 是论域 U的2个划分，如果Pi∈ P( i = 1，
…，n) ，Qj ( j = 1，…，m) 使得 Pi Qj，则称划分 P
比划分 Q更细，记为 P Q．如果 P Q且 P≠ Q，
则称划分 P严格细于划分 Q，记为 P Q．
事实上，关于等价关系 R 的划分颗粒表现了论

域 U中的对象的知识．划分越细反映对某个特定对
象的信息就越多，然而，传统粗糙集理论的精度并不

能反映完全包括在下近似集内的颗粒的大小，即在

Pawlak 粗糙集中，当 R1  R2 时，XU 有
αR1 ( X) ≤αR2 ( X) ，但 当 R1  R2 时，却没有

αR1 ( X) ＜ αR2 ( X) ．
例 1 设论域 U = { 1，2，3，4，5，6，7，8，9，10} ，

集合X = { 1，2，3，4，6，7} ，R1，R2，R3为U上的3个等
价关系，分别导出的划分为

U R1 = { { 1，2，3，4} ，{ 5，6，7} ，{ 8，9，10} } ，
U R2 = { { 1，2} ，{ 3，4} ，{ 5，6，7} ，{ 8，9} ，

{ 10} } ，
U R3 = { { 1} ，{ 2} ，{ 3} ，{ 4} ，{ 5，6，7} ，{ 8} ，

{ 9} ，{ 10} } ，
则 X的 R1，R2，R3 的下近似集和上近似集分别为

R1X = R2X = R3X = { 1，2，3，4} ，

R1X = R2X = R3X = { 1，2，3，4，5，6，7} ．
由 Pawlak 近似精度的定义可得 αR1 ( X) =

αR2 ( X) = αR3 ( X) = 4 7，从而认为 X 关于 R1，R2，

R3 的近似精度相同．但显然，R3  R2  R1，即知识

R3比R2精细，知识R2比R1精细．从上述的分析可知
R3 获得的信息应更多，但它们的近似精度相等． 所

以，Pawlak近似精度 αR ( X) 具有局限性，只能部分
反映 X的不确定性，不能完全反映 X的不确定性．

2． 2 一种秩统计量的知识含量测度度量方法

当划分最细( Xi = 1，i = 1，…，n) 时，文献

［5］给出的精度突然变大，未考虑论域的大小．此种
度量也有一定的局限性． 而粗糙集不确定性的 2 个
原因之一是论域上二元等价关系对论域中对象进行

分类的能力，即知识的粒度． 由此，讨论知识粒度
并对其进行改进．
为便于讨论，对非空论域U，近似空间K = ( U，A) ，

U R = { X1，X2，…，Xn} ，1 ≤ n ≤ U ，∑
n

i =1
Xi =

U ，假设 X1 ， X2 ，…， Xn 由小到大排列成

z( 1) ＜ z( 2) ＜ … ＜ z( n) ．若 Xi = z( ri) ，则称 Xi 的秩

为 ri，ri = 1，2，…，n．并称 θ = { { x} | x∈U} 为U的
“离散划分”，称 Ω = { U} 为 U的“全体划分”．

定义 5 称 S( R) = 1
n∑

n

i = 1
ri Xi

2 /∑
n

j = 1
r( )j 为

基于秩统计量的知识 R 的颗粒块测度，其中 ri 为

Xi 的秩，1 ≤ n ≤ U ，∑
n

i = 1
Xi = U ，Xi 表示

集合 Xi 的基数．
先给出重要的引理 1，再由定义 5 可给出 S( R)

的性质．
引理 1 对于论域 U 的任意 2 个划分 P，Q，设

U P = { X1，X2，…，Xn} ，X1 ≤ X2 ≤…≤ Xn ，

U Q = { X1，…，Xi－1，Xi+1，…，Xj－1，Xj+1，…，Xj+k－1，

Xi ∪ Xj，Xj+k，…，Xn} ，其中 1 ≤ k≤ n － j + 1，则有
S( P) ＜ S( Q) ．
证 用 xi 表示知识颗粒块 Xi 中的元素个数，

i = 1，2，…，n，且 Xi 的秩为 ri，ri = 1，2，…，n．由定

义 5 知， S( P) = 1
n∑

n

i = 1

ri

∑
n

i = 1
ri

Xi
2，S( Q) =

2
( n － 1) 2n [· ∑

i －1

l = 1
lx2l +∑

j －2

l = i
lx2l +1 +∑

j +k－3

l = j－1
lx2l +2 + ( j + k －

2) ( x2i + x2j + 2xixj ) + ∑
n－1

l = j+k－1
lx2l + ]1 ，

S( Q) － S( P) = 2
n2 ( n － 1) 2 ( n + 1) [· ∑

i －1

l = 1
( 3n －

1) lx2l +∑
n

l = i+1
( 3n － 1) lx2l － n( n + 1)∑

n

l = i+1
x2l －

∑
j +k－1

l = j+1
n( n + 1) x2l + ( n( n + 1) ( j + k － 2) － ( n －
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1) 2 i) x2i + n( n + 1) ( k － 1) x2j + ( j + k － 2) n( n +

1) 2xix ]j ≥
2

n2 ( n － 1) 2 ( n + 1 [) ∑
i －1

l = 1
( 3n － 1) lx2l +

∑
n

l = i+1
( 3n － 1) lx2l － n( n + 1)∑

n

l = i+1
x2l － ∑

j +k－1

l = j+1
n( n +

1) x2j +k－1 + ( n( n + 1) ( j + k － 2) － ( n － 1) 2 i) x2i +

n( n + 1) ( k － 1) x2j + ( j + k － 2) n( n + 1) 2xix ]j =

2
n2 ( n － 1) 2 ( n + 1 [) ∑

i －1

l = 1
( 3n － 1) lx2l + ∑

n

l = i+1
( 3n －

1) lx2l － n( n + 1)∑
n

l = i+1
x2l ]+ M + N ，

由于 xi + xj ≥ xj+k－1，所以 M = n( n + 1) ( k － 1) ·
［( xi + xj )

2 － x2j +k－1］+ ( j － 1) n( n + 1) 2xixj ≥ 0．
又由于 j ＞ i，j － 1 ≥ i ≥ 1，所以 N = ［( j －

1) n( n + 1) － ( n － 1) 2 i］x2i ≥ ( 3n － 1) ( j － 1) ＞ 0，

从而 S( Q) － S( P) ＞ 2
n2 ( n － 1) 2( n + 1 [) ∑

i－1

l =1
( 3n －

1) lx2l +∑
n

l = i+1
( 3n － 1) lx2l － n( n + 1)∑

n

l = i+1
x2 ]l ．

令 Tn = ∑
n

l = i+1
( 3n － 1) lx2l － n( n + 1)∑

n

l = i+1
x2l，下面

用数学归纳法证明: 若 x1 ≤ x2 ≤…≤ xn，则n，
1 ≤ i ＜ n，有 Tn ＞ 0．
事实上( ⅰ) 当 n = 2且 i = 1时，有 T2 = 4x22 ＞

0，所以当 n = 2 时成立．
( ⅱ) 当 n = 3时，若 i = 1则 T3 = 4x22 + 12x23 ＞

0; 若 i = 2则有 T3 = 12x23 ＞ 0，所以当 n = 3时成立．
( ⅲ) 假设 Tn ＞ 0，下面往证 Tn+1 ＞ 0．

当 1 ≤ i ＜ n时，有 Tn+1 = ∑
n+1

l = i+1
( 3n － 1 + 3) ·

lx2l － ( n + 1) ( n + 2)∑
n+1

l = i+1
x2l = Tn + 2n( n + 1) x2n+1 +

3∑
n

l = i+1
lx2l － 2( n + 1)∑

n

l = i+1
x2l ＞ 2n( n + 1) x2n+1 +

3∑
n

l = i+1
lx2l －2( n + 1)∑

n

l = i+1
x2l ≥ 2n( n + 1) x2n+1 +

3∑
n

l = i+1
lx2l －2( n + 1) ( n － i － 1 + 1) x2n+1 = 2( n +

1) ix2n+1 + 3∑
n

l = i+1
lx2l ＞ 0．

当 i = n时，有 Tn+1 = ( 3n + 3 － 1) ( n + 1) x2n+1 －
( n + 1) ( n + 2) x2n+1 = 2n( n + 1) x2n+1 ＞ 0．
故 Tn+1 ＞ 0．

因此，S( Q) － S( P) ＞ 2
n2 ( n － 1) 2 ( n + 1)

·

∑
i －1

l = 1
( 3n － 1) lx2l + T[ ]n ＞ 0，即 S( P) ＜ S( Q) ．

性质 1 设 R是 U上的等价关系，则 1 / U ≤
S( R) ≤ U 2，且当 U R = θ时，S( R) 取最小值为
1 / U ; 当 U R = Ω时，S( R) 取最大值为 U 2 ．

证 由定义 5 及引理 1 知，对任意的等价关系
R，若 θ  R  Ω，则 S( )θ ＜ S( R) ＜ S( Ω) ，当

U R = θ时，S( )θ = 1
n∑

n

i = 1
ri × 12 /∑

n

j = 1
r( )j = 1 /n =

1 / U ．当 U R = Ω时，S( Ω) = U 2，故 1 / U =

S( θ) ≤ S( R) ≤ S( )Ω = U 2 ．

性质 2 对于论域 U的任意 2 个划分 P，Q，若
PQ，则 S( P) ＜ S( Q) ．
证 重复应用引理 1 可证得 S( P) ＜ S( Q) ．
定义 6 称

I* ( R) =
1 － 1

U 3 － 1( U S( R) － 1) ，U ≠ 1

1， U =
{

1

为基于秩统计量的改进的知识 R 的含量测度，其中
S( R) 为基于秩统计量的知识 R颗粒块测度．
下面给出基于秩统计量的改进的知识 R的含量

测度的性质．
性质 3 设( U，R1 ) ，( U，R2 ) 为 2 个知识库，若

U R1 = U R2，则 I* ( R1 ) = I* ( R2 ) ．
性质 4 设( U，R1 ) ，( U，R2 ) 为 2 个知识库，若

R1  R2，则 I* ( R1 ) ＞ I* ( R2 ) ．
性质 5 设 U为非空有限集，R 是 U 上的等价

关系，则 0 ≤ I* ( R) ≤ 1．
证 当 U R = Ω时，S( Ω) = U 2，I* ( Ω) =

0; 当 U R = θ时，S( θ) = 1 / U ，I* ( θ) = 1; 所以

对任意的等价关系 R，有 θ  R  Ω，由性质 4 知，
0 = I* ( Ω) ＜ I* ( R) ＜ I* ( θ) = 1，故0≤ I* ( R) ≤ 1．

2． 3 一种新的粗糙集精度的度量方法

度量概念 X 的精度应该只与 RX 有关，而 Ω －
RX与 X度量无关，因此考虑精度的度量时应将论域
U缩小到 RX上进行研究．先给出定义 R在上近似集
RX上的限制［12］．
定义 7 设 U为非空有限集，R 为 U 的 1 个划

分，且 R = { R1，R2，…，Rm} ( 1≤m≤ U ) ，X

U，X关于R的上近似为RX = R'1∪R'2∪…∪R'k，

k≤m，R'i∈ R，1≤ i≤ k，则定义 R在 RX上的限制
为 R | RX = { R'1，R'2，…，R'k} ，显然有 R | RX是 RX的

52第 1 期 罗冰辉，等: 基于知识秩统计量的粗糙集精度的度量方法



1 个划分．
下面给出 1种新的粗糙集精度的度量方法定义．
定义 8 设 K = ( U，A) 为一知识库，R是 U上

的 1 个等价关系，  X  U，称 α*
R ( X) = 1 －

ρR ( X) ( 1 － I* ( R | RX ) ) 为基于秩统计量限制在上近

似集考虑的改进知识含量测度的新的粗糙集精度度

量，其中 ρR ( X) = 1 － RX RX ．

由定义 8 可知，
α* ( X) =

1 － ρ( X [) 1
RX 3 －

(
1 RX S( RRX ) －

) ]1 ，RX ≠ 1，

1， RX = 1










．

根据文献［5］定义的改进近似精度计算例 1的结
果为 DR1( X) = 0．854，DR2( X) = 0．906，DR3( X) =
0． 931，则有 DR1 ( X) ＜ DR2 ( X) ＜ DR3 ( X) ; 应用
α*

R ( X) 计算例 1 得 α*
R1 ( X) = 0． 941 2，α*

R2 ( X) =
0． 982 2，α*

R3 ( X) = 0． 994 8， 则 有 α*
R1 ( X) ＜

α*
R2 ( X) ＜ α

*
R3 ( X) ．由例 1 说明本文定义的限制在上

近似集考虑的改进知识含量测度新的粗糙集精度

α*
R ( X) 同样是可区分的，与文献［5］效果相同．
例2 论域U = { 1，2，3，4，5，6，7，8，9} ，集X' = { 1，

2，3，4，5} ，R4，R5，R6为U上的3个等价关系，分别导
出的划分为

U R4 = { { 1，2，3，4} ，{ 5，6} ，{ 7，8，9} } ，
U R5 = { { 1，2，3，4} ，{ 5，6} ，{ 7，8} ，{ 9} } ，
U R6 = { { 1，2，3，4} ，{ 5，6} ，{ 7} ，{ 8} ，{ 9} } ，

由传统的精度的定义可得

R4X' = R5X' = R6X' = { 1，2，3，4} ，R4X' = R5X' =

R6X' = {1，2，3，4，5，6}，αR4( X') = αR5( X') = αR6( X') =
2 3．
而用文［5］定义的精度计算结果为 DR4 ( X') =

0． 880 7，DR5 ( X') = 0． 897 1，DR6 ( X') = 0． 905 3; 应
用 α*

R ( X) 计 算 例 2 可得结果为 α*
R4 ( X') =

α*
R5 ( X') = α

*
R6 ( X') = 0． 945 7，因此，对此例而言，

当用知识 R和 R' 去学习某一范畴 X时，如果 RX =
R'X，即上近似粒度完全一样，从直觉可知，此时学
习的效果也应是一样的．由粗糙集理论知，当应用已
掌握的知识 R去学习某一范畴 X 时，不确定性是由
边界域的存在而产生的，而负区域对精度将不会产

生影响．所以对例 2用本文定义的精度 α*
R ( X) 和传

统精度计算比用文献［5］定义的精度计算更合理．

3 结论

本文给出的一种基于秩统计量限制在上近似集

考虑的改进知识含量测度的新的粗糙集精度度量方

法，克服了文献［5］中的精度度量未考虑论域的大
小，当划分最细时精度突然变大，且当用 2 个不同的
知识去学习某一同一范畴时，如果 2 个知识在这一
范畴的上近似粒度完全一样，而学习效果不一样的

局限性．本文提出的方法是一种既考虑了知识颗粒
块数据值的大小的信息又考虑了论域大小的精度度

量方法，通过 2 个实例比较了文献［5］的精度的度
量的结果，说明了本文的精度度量的合理性，且计算

也不繁琐，是一种较优的精度定义．
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