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关于 2 阶线性微分方程 f ″ + Af ' + Bf = 0 解的增长性
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( 江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 330022)

摘要: 运用 Nevanlinna值分布的理论和方法，研究了 2 阶亚纯系数线性微分方程 f ″ + Af ' + Bf = 0解的增
长性，在假设 A或 B具有有限或无穷亏值的不同条件下，证明了方程的每一非零解的增长级均为无穷．
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0 引言与结果

本文使用 Nevanlinna 值分布理论的标准记
号［1-2］，用 T( r，f) 表示亚纯函数 f 的特征函数，
ρ( f) ，μ( f) 分别表示亚纯函数 f 的增长级和下级，
δ( a，A) 表示函数 A在亏值点 a处的亏量，degP则表
示多项式 P( z) 的次数．
关于 2 阶线性微分方程

f ″ + Af ' + Bf = 0， ( 1)
当 A( z) ，B( z) 为整函数，且 B( z) 为超越时，文献
［3］证明了方程( 1) 的任意 2个线性无关解 f1，f2 至
少有 1 个解的增长级为无穷．然而，方程( 1) 也的确
存在有限级非零解．例如，f( z) = e －z 满足方程 f ″ +
ez f ' + ( ez － 1) f = 0．
自然会问: 当 A( z) ，B( z) 满足什么条件时才能

保证方程( 1) 的每一非零解都具有无穷级呢?在这
方面，前人已经做了大量工作，并得到了一些重要的

结果．例如，文献［4-5］证明了: 若 A( z) ，B( z) 为整
函数且满足 ρ( A) ＜ ρ( B) ; 或 A( z) 为多项式，B( z)
是超越的; 或 ρ( B) ＜ ρ( A) ≤ 1 /2，则方程( 1) 的每
一非零解的级均为无穷; 文献［6］也对某些具有特
殊形式系数的方程进行了研究，证明了方程的每 1
个非零解的级均为无穷．但是就一般情况而言，比如
当 ρ( A) = ρ( B) ，或 ρ( B) ＜ ρ( A) 且 ρ( A) ＞ 1 /2
时，方程( 1) 的非零解的增长级不一定都是无穷．例
如，f( z) = eP( z) 满足方程
f ″ + A( z) f ' + ( － P″ － ( － P') 2 － A( z) P') f = 0，
其中 A( z) 为整函数，P( z) 为非零多项式．

研究表明，亏值理论在值分布理论中起着重要

作用． 2011 年伍鹏程、朱军等从系数函数具有亏值
的情形出发，研究了方程( 1) 解的增长性，在文献
［7］中证明了几类方程的非零解均具有无穷级，其
主要结果叙述如下．
定理 A 假设 A( z) 为有限级整函数且具有有

限亏值，B( z) 是超越整函数，并满足 μ( B) ＜ 1 /2，
那么方程( 1) 的每 1 个非零解均为无穷级．
定理 B 假设 A( z) 为有限级整函数且具有有

限亏值，B( z) 为不恒为0的整函数．若存在2个实数
α ＞ 0，β ＞ 0，ε ＞ 0，存在 2 组数{ k} ，{ θk} 满足

1 ＜ θ1 ＜ 2 ＜ θ2 ＜ … ＜ m ＜ θm ＜

m+1 ( m+1 = 1 + 2π) ，且∑
m

k = 1
( k+1 － θk ) ＜ ε，

当 z→ ∞，k ≤ argz≤ θk ( k = 1，2，…，m) 时，有
| B( z) |≥ exp{ ( 1 + ο( 1) ) α | z | β} ，

则方程( 1) 的每 1 个非零解的级均为无穷．
定理 C 假设 A( z) 为有限级整函数且存在有

限亏值，B( z) 为不恒为0的整函数，k ＞ 0，在除去
一对数测度为有限的 r值集外，有

lim
| z| = r→∞

| B( z) | rk = ∞

成立，那么方程( 1) 的每 1 个非零解的级均为无穷．
石磊在文献［8］中将上述结果推广到了高阶方

程的情形，本文将继续从亏值的角度来限制亚纯系

数 A( z) ，B( z) ，讨论方程( 1) 解的增长性，得到以下
结果．
定理1 假设 A( z) ，B( z) 均为有限正级亚纯函

数，B( z) 为超越的且以无穷远点为亏值，若 ε ＞



0，存在2个实数α ＞ 0，β ＞ 0及2组数{ k} ，{ θk} 满
足

1 ＜ θ1 ＜ 2 ＜ θ2 ＜ … ＜ m ＜ θm ＜

m+1 ( m+1 = 1 + 2π) 且∑
m

k = 1
( k+1 － θk ) ＜ ε，

当 z→ ∞，k ≤ argz≤ θk ( k = 1，2，…，m) 时，有
| A( z) |≤ ( 1 + ο( 1) ) α | z | β，

那么方程( 1) 的每 1 个非零解的级均为无穷．
定理 2 假设 A( z) 为有限正级亚纯函数且存

在有限亏值，P( z) 为 n 次多项式( n ≥ 1) ，h( z) 亚
纯，且 ρ( h) ＜ n． 令 B1 ( z) = h( z) eP( z) ，B2 ( z) =
h( z) e －P( z) ，则下面 2 个方程

f ″ + Af ' + Bi f = 0( i = 1，2) ( 2)
中至少有 1 个方程，它的每一非零解的级均为无穷．
定理 3 假设 B( z) 是以无穷远点为亏值的有

限级亚纯函数，P( z) 为 n次多项式( n≥1) ，h( z) 亚
纯，且 ρ( h) ＜ n． 令 A1 ( z) = h( z) eP( z) ，A2 ( z) =
h( z) e －P( z) ，则下面 2 个方程

f ″ + Ai f ' + Bf = 0( i = 1，2) ( 3)
中至少有 1 个方程，它的每一非零解的级均为无穷．

1 引理

定理的证明需要用到下面的引理和相关记号．
设 P( z) = ( α + βi) zn + …( α，β∈ R) 为非常

数多项式，z = reiθ ．记 δ( P，θ) = αcosnθ － βsinnθ，
θ∈［0，2π) ．
引理1［9］ 设w( z) 是开平面上有限 ρ级超越亚

纯函数，Γ = { ( k1，j1 ) ，( k2，j2 ) ，…，( km，jm ) } 是由
不同整数对组成的有限集，满足 ki ＞ ji≥0，i = 1，2，
…，m，又设 ε ＞ 0 是给定的常数，则
( ⅰ) 存在零测度集 E1 ［0，2π) ，使得如果

φ0 ∈［0，2π) /E1，则存在常数 R0 = R0 ( φ0 ) ＞ 0，对
满足 | z |≥ R0 的所有 z = reiφ0 及对所有( k，j) ∈ Γ，
都有

w ( k) ( z) /w ( j) ( z) ≤| z | ( k－j) ( ρ－1+ε) ; ( 4)
( ⅱ) 存在对数测度为有限的集合 E2 ( 1，∞ ) ，

使得对满足 | z |E2∪［0，1］的所有 z及对所有( k，

j) ∈ Γ，( 4) 式成立;
( ⅲ) 存在测度为有限的集合 E3［0，∞ ) ，使得

对满足 | z | E3 的所有 z及对所有( k，j) ∈ Γ，都有
| w ( k) ( z) /w ( j) ( z) |≤| z | ( k－j) ( ρ+ε) ．
引理 2［10］ 设 A( z) 为具有有限亏值 a的亚纯

函数，0 ＜ ρ( A) ＜ ∞，B( z) 是以∞ 为亏值的有限级

亚纯函数，假设 β( β ＞ 1) 和 η( 0 ＜ η ＜ ρ( A) ) 是 2
个常数，那么存在趋于无穷的序列{ tn} ，满足

lim
n→∞

tηn T( tn，A) = 0．

进一步，对每 1 个充分大的 n，存在子集 Fn 
［tn，( β + 1) tn］，其测度m( Fn ) ≤ ( β － 1) tn 4，使得
对所有 R∈［tn，βtn］\Fn，有

m( Ea( R) ) ( {= m θ∈［0，2π)

log 1
A( Reiθ) － a

≥ δ
4 T( R，A } )) ≥M1 ＞ 0，

m( E∞ ( R) ) ( {= m θ∈［0，2π)

log B( Reiθ) ≥
δ1
4 T( R，B } )) ≥M2 ＞













 0

成立，其中M1，M2 是仅依赖于 A( z) ，B( z) ，β，η，δ =
δ( a，A) 和 δ1 = δ( ∞，B) 的正常数．
由文献［11］的引理 1． 20 容易得出
引理 3 设 P( z) 为 n 次多项式，h( z) 亚纯且

ρ( h) ＜ n，g1 ( z) = h( z) eP( z) ，g2 ( z) = h( z) e －P( z) ．令
E1 = { θ: δ( P，θ) ＞ 0} ，E2 = { θ: δ( P，θ) ＜ 0} ，
m( E1 ) = m( E2 ) = π，

则存在零测度集 H ［0，2π) ，当 θ ∈ E1 /H，r ＞
r0 ( θ) 时，有

g1 ( re
iθ ) ＞ exp 1

2 δ( P，θ) r{ }n ，

g2 ( re
iθ ) ＜ exp － 1

2 δ( P，θ) r{ }n ．

当 θ∈ E2 /H，r ＞ r0 ( θ) 时，有

g2 ( re
iθ ) ＞ exp － 1

2 δ( P，θ) r{ }n ，

g1 ( re
iθ ) ＜ exp 1

2 δ( P，θ) r{ }n ．

2 定理的证明

定理 1 的证明 设 f 为方程( 1) 的非零解，且
ρ( f ) ＜ + ∞，记 B( z) 在无穷远的亏量为 δ1 =
δ( ∞，B) ，由方程( 1) 可得

| B( z) |≤ f ″( z)
f( z)

+ f '( z)
f( z)

| A( z) | ． ( 5)

由引理 1( ⅲ) ，E  ( 0，∞ ) ，其测度m( E) ＜

+ ∞，当 | z | = r E∪［0，r0］( r0 ＞ 1) 时，有
f( j) ( z)
f( z)

≤| z | 2( ρ( f ) +1) ( j = 1，2) ． ( 6)

由引理2知，在( r0，∞ ) /E上存在趋于无穷的序
列{ Rn} ，当 n充分大时，有
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m( E∞ ( Rn ) ) ( {= m θ∈［0，2π)

log B( Rne
iθ ) ≥

δ1
4 T( Rn，B } )) ≥ M2 ＞ 0．

取 ε ＜ M2 /2，则φn ∈ E∞ ( Rn ) ∩ ∪
m

k = 1
［k，θk( )］，

使得

B( Rne
iφn ) ≥ exp δ1

4 T( Rn，B{ }) ． ( 7)

将( 6) ～ ( 7) 式及关于 | A( z) | 的限制条件代
入( 5) 式得

exp δ1
4 T( Rn，B{ }) ≤

| z | 2( ρ( f ) +ε [) 1 + ( 1 + ο( 1) ) α | z | ]β ≤
M | z | N， ( 8)

其中 M ＞ 0，N = β + 2( ρ( f ) + 1) ．对( 8) 式两边取
对数，便有 T( Rn，B) = Ο( logRn ) ．这显然与B( z) 是
超越函数矛盾．
所以 ρ( f ) = + ∞ ．定理 1 得证．
定理2的证明 设 fi ( i = 1，2) 分别为方程( 2)

中对应于 i = 1，2时的非零解，且 ρ( fi ) ＜ + ∞ ( i =
1，2) ，a为 A( z) 的亏值，δ = δ( a，A) ＞ 0为 A( z) 在
a点处的亏量．由方程( 2) ，有

Bi ( z) ≤
f ″i ( z)
fi ( z)

+

f ' i ( z)
fi ( z)
( | A( z) － a | +| a | ) ( i = 1，2) ． ( 9)

由引理 1( ⅲ) ，E  ( 0，∞ ) 满足 m( E) ＜

+ ∞，当 | z | = r E∪［0，r0］( r0 ＞ 1) 时，有
f( j)i ( z)
fi ( z)

≤| z | 2( ρ( f) +1) ( i，j = 1，2) ． ( 10)

由引理 2，在( r0，∞ ) /E 上存在趋于无穷序列
{ Rk} ，当 k充分大时，有

m( Ea ( Rk ) ) ( {= m θ∈［0，2π)

log 1
A Rke

i( )θ － a ≥ δ
4 T Rk， ) }( )A ≥ M1 ＞ 0．

所以，当 θ∈ Ea ( Rk ) 时，有

A( Rke
iθ ) － a ≤ exp － δ

4 T( Rk，A{ }) ． ( 11)
由引理 3，取 E*

1 = E1 /H，E
*
2 = E2 /H，显然有

m( E*
1 ) = m( E*

2 ) = π，E
*
1 ∩ E*

2 = ．从而当 k充

分大时，Ea ( Rk ) ∩ E*
1 ，Ea ( Rk ) ∩ E*

2 中至少有 1个

为非空集合． 不妨设 Ea ( Rk ) ∩ E*
1 ≠ ，则取

( 1)k ∈Ea ( Rk ) ∩ E*
1 ．随着 k→∞，可取到 1列含有

无穷多元素的序列{ ( 1)k } ，再取 zk = Rke
i( 1)k ，由引理

3，当 Rk 充分大时，有

| B1 ( zk ) | ＞ exp 1
2 δ( P，

( 1)
k ) R{ }n

k ． ( 12)

将( 10) ～ ( 12) 式代入( 9) 式，有

exp 1
2 δ( P，

( 1)
k ) R{ }n

k ＜ | B1( zk ) |≤ RN
k ( 1 + o( 1) ) ，

其中 N = 2( ρ( f ) + 1) ，由于在 E*
1 中 δ( P，

( 1)
k ) ＞

0，所以上式当 k→ ∞ 时导出矛盾!
故方程( 2) 中当 i = 1 时的每一非零解的级均

为无穷．

同理，当 Ea ( Rk ) ∩ E*
2 ≠  时，可证方程( 2)

中当 i = 2 时的每 1 个非零解的级均为无穷．
定理 2 得证．
定理3的证明 设 fi ( i = 1，2) 分别为方程( 2)

中对应于 i = 1，2时的非零解，且 ρ( fi ) ＜ + ∞ ( i =
1，2) ，δ1 = δ( ∞，B) 为 B( z) 在无穷远点的亏量．由
方程( 3) 可得

B( z) ≤
f ″i ( z)
fi ( z)

+

Ai ( z)
f ' i ( z)
fi ( z)
( i = 1，2) ． ( 13)

类似于定理1前半部分的证明，在( r0，∞ ) /E上
存在趋于无穷的序列{ Rk} ，当 k充分大时，满足

m( E∞ ( Rk ) ) ( {= m θ∈［0，2π)

log B( Rke
iθ ) ≥

δ1
4 T( Rk，B } )) ≥ M2 ＞ 0．

当 θ∈ E∞ ( Rk ) 时，有

B Rke
i( )θ ≥ exp δ1

4 T( Rk，B{ }) ． ( 14)

类似于定理 2 的证明，可取出 2 组集合{ ( 1)k } ，
{ ( 2)k } ，其中

( 1)k ∈ E∞ ( Rn ) ∩ E*
1 ，
( 2)
k ∈ E∞ ( Rn ) ∩ E*

2 ，

两者中至少有 1 个有无穷个元素．
若{ ( 1)k } 中有无穷项，取 zk = Rke

i( 1)k ，由引理

3，有

A2 ( zk ) ＜ exp － 1
2 δ( P，

( 1)
k ) R{ }n

k ． ( 15)

将( 10) 、( 14) ～ ( 15) 式代入( 13) 式，当 k→∞ 时，
导出矛盾!

所以方程( 3) 中当 i = 2 时的每一非零解的级
均为无穷．
同理，若{ ( 2)k } 中有无穷项，则方程( 3) 中当

i = 1 时的每 1 个非零解的级均为无穷．
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定理 3 得证．
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On the Growth of Solutions of the Second
Order Linear Differential Equation f ″ + Af ' + Bf = 0

LIU Xu-qiang，YI Cai-feng*

( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: By using the fundamental theory and method of value distribution of Nevanlinna，the growth of solutions of
the second order linear differential equations f ″ + Af ' + Bf = 0 is considered where A( z) and B( z) are meromorphic
function． Assuming A( z) or B( z) have a finite or infinite deficient value，it was proved that every solution f0 of
the complex differential equation has infinite order．
Key words: differential equations; meromorphic function; deficient value; infinite order
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