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Clifford分析中无界域上 k-正则函数
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摘要: 利用积分方程方法及压缩不动点定理研究了 Clifford分析中无界域上 k-正则函数 Haseman位移的
边值问题，证明了该问题解的存在唯一性．
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0 引言

边值问题解的存在唯一性问题已有很多研究成

果［1-2］． Clifford分析是 20 世纪初创立的一个新兴的
数学分支，它主要研究从实变量到实 Clifford代数的
函数性质．自 1970 年以来，许多学者对 Clifford 分析
中有界域上各种函数的性质和边值问题做了大量研

究［3-11］．而在实际应用中，在无界域上提出的问题愈
来愈多，因此研究无界域上函数的性质和边值问题

变得很有必要．文献［12-13］中研究了无界域上正则
函数的边值问题，本文在此基础上讨论无界域上k-
正则函数的带 Haseman边值问题．

1 预备知识

设 An ( R) 为实 Clifford 代数，其基由所有 eA =
eα1，α2，…，αn和 eφ构成，这里 A = { α1，α2，…，αh}  { 1，
2，…，n} ，1 ≤ α1 ＜ α2 ＜ … ＜ αh ≤ n，eφ = e0 是

An ( R) 中的单位元． An ( R) 中元素为 u = ∑
A
uAeA

( uA ∈R) ，其乘法满足可结合不可交换的法则，
e2i = － 1，eiej = － ejei，i，j = 1，2，…，n．
u∈ Rn，规定从 Rn 到 Rn 的 3 种运算:

对合运算 u' = ∑
A
( － 1) A uAeA ;

反演运算 u* = ∑
A
( － 1)

| A| ( | A| －1)
2 uAeA ;

共轭运算 u = ( u* ) ' = ( u') * ，
这里 A 为指标集 A 中元素的个数，空集的指标
为 0．

定义An ( R) 中的模为 u 2 =∑
A

uA
2，所以易

知有下列式子成立:

u = u ，u + v ≤ u + v ，uv ≤ J0 u v ，

其中 J0是一个正常数． H( Ω，β) 表示有界Hlder连
续函数所构成的函数集，其 Hlder 指数为 β( 0 ＜
β ＜ 1) ．φ∈ H( Ω，β) ，φ的模定义为

‖φ‖β = C( φ，Ω) + H( φ，Ω，β) ，
其中

C( φ，Ω) = sup
t∈Ω

φ( t) ，

H( φ，Ω，β) = sup
t1≠t2，t1，t2∈Ω

φ( t1 ) － φ( t2 )
t1 － t2 β ，

因此 H( Ω，β) 构成 Banach 空间，且有‖φ
－
‖β =

‖φ‖β ．f，g∈ H( Ω，β) ，有
‖f + g‖β ≤‖f‖β + ‖g‖β，

‖fg‖β ≤ J0 ‖f‖β ‖g‖β ．
记 Cr 类函数集合为

Fr
D = { f f: D→ An ( R) ，f( x) = ∑

A
fA ( x) eA，

fA ( x) ∈ Cr ( D) } ，
其中 r≥ 1，D为 Rn 中非空连通开集．
定义算子


－ = ∑

n

j = 0


xj

ej，



其共轭算子为

 = 
x0

－∑
n

j = 1


xj

ej ．

显然 
－ = 

－
 = Δn+1，Δn+1 是 n + 1维 Laplace算子．

定义 1 若 
－ f = 0，则称 f 为正则函数; 若


－ k f = 0，则称 f为 k正则函数．
定义 2 设 Ω ∈ Rn+1 是具有光滑定向的

Liapunov边界 Ω的无界域，其余集包含 1个非空开
集，选定位于 Ω的余集中的 1个点 y，ωn－1 为 Rn+1 中

单位球面的面积，ξ∈ Ω，x∈ Ω，称

l( ξ，x) = 1
ωn－1

ξ
－ － x－

ξ － x n+1 － ξ
－ － y－

ξ － y n+( )1

为 n维无界域 Ω上的修正 Cauchy核．
定义 3 称积分

Φ( x) = ∫ΣL( u，x) n( u [) ∑
k－1

j = 0

( － 1) j
j! ·

( u0 － x0 )
jφj ( u ]) ds ( u) ( x∈ Rn+1 /Σ)

为修正的 k-正则函数的 Cauchy型积分．
引理 1( 无界域上 k-正则函数的 Cauchy积分公

式) 设 D如上所述，f为 D内的 k-正则函数，则对
x∈ D，有

∫ΣL( u，x) n( u [) ∑
k－1

j = 0

( － 1) j
j! ( u0 －

x0 )
j
－
j
u f( u ]) ds ( u) = f( x) ，

其中 u = ( u0，u1，…，un ) ，n( u) 是沿 Σ 的外法线方
向的单位向量，ds ( u) 是 Σ上的 Lebesgue测度．
引理 2( 无界域上 k-正则函数的 Plemelj公式)

( 
－
mΦ( t) ) +


－
mt

=
φm ( t)
2 + ∫ΣL( u，x) n( u

[

) ·

∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( j － m) ! ( u0 － t0 )

j －mφj ( u ]) ds ( u) ，

( 
－
mΦ( t) ) －


－
mt

= －
φm ( t)
2 + ∫ΣL( u，x) n( u

[

) ·

∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( j － m) ! ( u0 － t0 )

j －mφj ( u ]) ds ( u

















 ) ，

( 1)

其中 m = 0，1，…，k － 1．令

Pmφm ( x) = P． V． ∫ΣL( u，x) n( u [) ∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( j － m) !·

( u0 － t0 )
j －mφm ( u ]) ds ( u) ， ( 2)

则有类似的 Plemelj公式

( 
－
mΦ( d( t) ) ) +


－
mt

=
φm ( d( t) )

2 + ∫ΣL( u，x) n( u

[

) ·

∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( j － m) ! ( u0 － t0 )

j －mφj ( d( u ]) ) ds ( u) ， ( 3)

( 
－
mΦ( d( t) ) ) －


－
mt

= －
φm ( d( t) )

2 + ∫ΣL( u，x) n( u

[

) ·

∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( j － m) ! ( u0 － t0 )

j －mφj ( d( u ]) ) ds ( u) ． ( 4)

令

P～ mφm ( x) = Pmφm ( d( x) ) ，φ
～
m ( x) = φ( d( x) ) ． ( 5)

定义4 设 a( t) ，b( t) ，c( t) ，d( t) 和 g( t) 为 Ω
上的给定函数，Ω，Ω如前所述，且 d( t) 为 Ω到自
身的同构映射．记Ω + = Ω，Ω － = Rn+1 \Ω，寻求1个在

Ω ± 内 k-正则、在 Ω ±∪ Ω上连续且 Φ － ( y) = 0的

函数 Φ( x) ，且满足边界条件:
a( t)Φ+ ( t) + b( t)Φ+ ( d( t) ) + c( t)Φ－ ( t) = g( t)，

a( t) Φ( t)
( )t

+

+ b( t) Φ( d( t) )
( )t

+

+

c( t) Φ( t)
( )t

－

= g( t) ，



a( t) 
k－1Φ( t)
tk－( )1

+

+ b( t) 
k－1Φ( d( t) )
tk－( )1

+

+

c( t) 
k－1Φ( t)
tk－( )1

－

= g( t

















 ) ，

( 6)

称此边值问题为无界域上 k-正则函数的带Haseman
位移的边值问题，简称 k-正则函数的 SR问题．
下面将此问题转化为积分方程问题，进而求解．
首先将( 1) ～ ( 5) 式代入( 6) 式得
a( φm /2 + Pmφm ) + b( φ

～
m /2 + P～ mφm ) +

c( － φm /2 + Pmφm ) = g( t) ，m = 0，1，…，k － 1，
即

( a + c) ( － φm /2 + Pmφm ) + b( φ
～
m /2 + P～ mφm ) +

( 1 － a) φm － g( t) = φm． ( 7)
引入算子

Fφm = ( a + c) ( － φm /2 + Pmφm ) + b( φ
～
m /2 +

P～ mφm ) + ( 1 + a) φm － g，
因此方程( 7) 可写为

Fφm = φm．
此时已将拟求解的 k-正则函数的 SR边值问题转化
为求解上述积分方程，故有必要给出以下结论．
引理 3 引入算子 θ: θφ = φ /2 － Pφ，其中

φ∈H( Ω，β) ，那么存在与 φ无关的正常数 J1，使得
‖θφ‖β ≤ J1‖φ‖β ．

引理 4 设位移 d = d( x) ( x∈Ω) 在 Ω上满
足 Lipschitz条件，即x，x∧∈Ω，有 d( x) － d( x∧) ≤
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J3 x － x∧ ，引入算子

θ
～
φ = φ

～ /2 + P～φ = φ( d( x) ) 2 + Pφ( d( x) ) ，
那么φ∈ H( Ω，β) ，存在不依赖于 φ的常数 J'6，
使得

‖θ
～
φ‖β ≤ J'6 ‖φ‖β ．

引理5 在引理4的条件下，存在不依赖于φ的
常数 J7，有

‖ － φ
～ /2 + P

～
φ‖β ≤ J7 ‖φ‖β ．

2 主要定理及其证明

定理 1 对于算子 θk－1 : θk－1φk－1 = φk－1 /2 －

Pk－1φk－1，其中 φk－1 ∈ H( Ω，β) ，有
‖θφk－1‖β ≤ J1 ‖φk－1‖β ．

证 由 Plemelj公式和引理 3 可得到结论．
推论 1 对于算子

θ
～
k－1φk－1 = φ

～
k－1 /2 + P

～

k－1φk－1 =
φk－1 ( d( x) ) /2 + Pk－1φk－1 ( d( x) ) ，

同样有

‖θ
～
k－1φk－1‖β ≤ J'6 ‖φk－1‖β ．

定理 2 设 k-正则函数的 SR问题中位移 d =
d( t) 满足 Lipschitz 条件，且 a( t) ，b( t) ，c( t) ，g( t)∈
H( Ω，β) ．若

‖a + c‖β ＜ ε ＜ 1，
‖b‖β ＜ ε ＜ 1，‖1 + a‖β ＜ ε ＜ 1，
0 ＜ u = ε2n－1 ( J2 + J'6 + 1) ＜ 1，
‖g‖β ＜ M( 1 － u) ，

则 SR问题的第 k个方程存在唯一解，这里M是 1个
给定的常数．
证 设 T = { φk－1 φk－1 ∈ H( Σ，β) ，‖φ‖β ≤

M} 表示 Banach空间 H( Σ，α) 的闭子空间，则
‖Fφk－1‖β ≤ 2n－1 ‖a + c‖β ‖θk－1φk－1‖β +

2n－1 ‖1 + a‖β ‖φk－1‖β + 2n－1 ‖b‖β‖θ
～
k－1φk－1‖β +

‖g‖β ≤ 2n－1εJ2 ‖φk－1‖β + 2n－1εJ'6 ‖φk－1‖β +
‖g‖β ≤ uM + ‖g‖β ≤ M，
所以 F 是由 T 到 T 自身的映射．φ' k－1，φ″k－1 ∈
H( Ω，β) ，则

Fφ'k－1 － Fφ″k－1 = ( a + c) ［－ ( φ'k－1 － φ″k－1) /2 +

P( φ'k－1 －φ″k－1) ］+ b［( φ
～ 'k－1 －φ

～ ″k－1 ) /2 + P～ k－1 ( φ' k－1 －
φ″k－1) ］+ ( 1 + a) ( φ' k－1 － φ″k－1 ) ．
根据范数的定义，类似于上面的讨论，则有

‖Fφ' k－1 － Fφ″k－1‖β ≤ u‖φ' k－1 － φ″k－1‖β ．

因为 0 ＜ u ＜ 1，因此 F是由 Banach空间 T到
自身的压缩映射．由压缩不动点原理知，存在唯一的
不动点 φk－1 ( x) ，使得 Fφk－1 ( x) = φk－1 ( x) ，因此第 k
个方程存在唯一解

Φk ( x) = ∫ΣL( u，x) n( u) φk－1 ( x) ds ( u) ．

推论2 设φk－1，φk－2，…，φm+1∈H( Ω，β) 已确
定，则有

‖θmφm‖β ≤ J2 ‖φm‖β，m = 0，…，k － 2．

证 由 Pmφm ( x) = P． V． ∫ΣL( u，x) n( u
[

) ·

∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( j － m) ! ( u0 － t0 )

j －mφj ( u ]) ds ( u) 得

θmφm = P．V．∫ΩL( u，x) n( x) φm( x) ds( u) － Pmφm =

P． V． ∫ΩL( u，x) n( x [) φm ( x) －∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( )j － m !
( u0 －

t0 )
j －mφj ( u ]) ds ( u) = P． V． ∫ΩL( u，x) n( x

[
) ·

( φm ( x) － φm ( u) ) ∑
k－1

j = m+1

( － 1) j +m
( )j － m !

( u0 － t0 )
j －m·

φj ( u ]) ds ( u) ≤ P． V． ∫ΩL( u，x) n( x () φm ( x) －

φm( u )) ds ( u) + P． V． ∫ΩL( u，x) n( x)∑
k－1

j =m+1

( － 1) j+m
( j － m) !·

( u0 － t0 )
j －mφj ( u) ds ( u) ．

令

L1 = P． V． ∫ΩL( u，x) n( x) ( φm( x) － φm( u) ) ds ( u) ，

L2 = P． V． ∫ΩL( u，x) n( x) ∑
k－1

j = m+1

( － 1) j +m
( j － m) ! ( u0 －

t0 )
j －mφj ( u) ds ( u) ，

由文献［7］中引理 3 的证明知，L1 ≤ M6 ‖φm‖β ．
而对于 L2，因为 u0，t0 均为固定点，所以存在常

数 M1，使得

‖u0 － t0‖≤ M1 ．
因为 φk－1，…，φm+1 均确定，所以

L2 ≤ ∑
k－1

j = m+1

1
( j － m) ! φj ( u) M

j+m
1 /2 ≤ ∑

k－1

j = m+1
Mj+m

1 ·

φj ( u) = Mj+m
1 ( φm+1 ( u) + … + φk－1 ( u) ) ≤

Mj+m
1 ( k － m － 1) max { φj } ≤

Mj+m
1 ( k － m － 1) C( Ω，φj ( u) ) ≤

Mj+m
1 ( k － m － 1) ‖φj ( u) ‖，j = m + 1，…，k + 1．
不妨设 φm+1 = max{ φm+1，…，φk－1} ．由模的定义

‖φm+1‖ = C( Ω，φm+1 ( t) ) + H( Ω，β，φm+1 ( t) ) =
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sup
t∈Ω

φm+1 ( t) + sup
t1≠t2，t1，t2∈Ω

φm+1 ( t1 ) － φm+1 ( t2 )
t1 － t2 β

知，存在常数 M2，M3 使得

sup
t∈Ω

φm+1 ( t) = M2 supt∈Ω
φm ( t) ，

sup
t1≠t2，t1，t2∈Ω

φm+1 ( t1 ) － φm+1 ( t2 )
t1 － t2 β =

M3 sup
t1≠t2，t1，t2∈Ω

φm ( t1 ) － φm ( t2 )
t1 － t2 β ．

因此

‖φm+1‖ = M2 supt∈Ω
φm ( t) +

M3 sup
t1≠t2，t1，t2∈Ω

φm ( t1 ) － φm ( t2 )
t1 － t2 β ≤

max{ M2，M3 (} sup
t∈Ω

φm ( t) +

M3 sup
t1≠t2，t1，t2∈Ω

φm ( t1 ) － φm ( t2 )
t1 － t2

)β =

max{ M2，M3 }‖φm‖β ≤ M4‖φm‖β ．
所以

L2 ≤ Mj+m
1 ( k － m － 1) M4‖φm‖β ≤ M5‖φm‖β，

其中 M5 = Mj+m
1 ( k － m － 1) M4 ．综合得

θmφm ≤ M6 ‖φm‖β + M5 ‖φm‖β ．

类似于前面的讨论，有

‖θmφm‖β ≤ J2‖φm‖β，

其中 J2 与 φ无关．
推论3 φm∈H( Ω，β) ，存在不依赖于φm的

常数 J3，使得‖φm /2 + Pmφm‖β ≤ J3‖φm‖β ．
定理 3 设位移 d = d( x) ( x∈Ω) 在 Ω上满

足 Lipschitz条件，引入算子

θ
～
mφm = φ

～
m /2 + P

～

mφm，

那么φm∈H( Ω，β) ，存在不依赖于φm的常数，使

得‖θ
～
mφm‖β ≤ J6‖φm‖β ．
推论 4 在定理 3 的条件下，下面不等式成立

‖ － φ
～
m /2 + P

～
φm‖β ≤ J7‖φm‖β ．

定理 4 设 k-正则函数的 SR问题中位移 d =
d( t) 满足 Lipschitz条件，且 a( t) ，b( t) ，c( t) ，g( t) ∈
H( Ω，β) ．若

‖a + c‖β ＜ ε ＜ 1，
‖b‖β ＜ ε ＜ 1，‖1 + a‖β ＜ ε ＜ 1，
0 ＜ u = ε2n－1 ( J2 + J6 + 1) ＜ 1，
‖g‖β ＜ M( 1 － u) ，

其中M是给定的常数，则 SR问题的第m + 1个方程
存在唯一解，

证 设 T = { φm φm∈H( Σ，β) ，‖φ‖β≤M}

表示 Banach空间 H( Σ，α) 的闭子空间．
‖Fφm‖β ≤ 2n－1‖a + c‖β‖θmφm‖β +

2n－1‖b‖β‖θ
～
mφm‖β + ‖g‖β ≤

2n－1εJ2‖φm‖β + 2n－1εJ6‖φm‖β + ‖g‖β ≤
uM + ‖g‖β ≤ M，

所以 F是由 T到 T自身的映射．
φ'm，φ″m ∈ H( Ω，β) ，则
Fφ'm － Fφ″m = ( a + c) ［－ ( φ'm － φ″m ) /2 +

P( φ'm － φ″m) ］+ b［( φ
～ 'm － φ

～ ″m ) /2 + P～ m ( φ'm －
φ″m) ］+ ( 1 + a) ( φ'm － φ″m ) ，

从而‖Fφ'm － Fφ″m‖β ≤ u‖φ'm － φ″m‖β ．
因为 0 ＜ u ＜ 1，因此 F是 Banach空间 T到自

身的压缩映射，由压缩不动点原理知，存在唯一的不

动点 φm ( x) ，使得 Fφm ( x) = φm，由此第 m + 1个方
程存在唯一解

φm ( x) = ∫ΣL( u，x) n( u [) ∑
k－1

j = m

( － 1) j +m
( j － m) !·

( u0 － t0 )
j －mφj ( x ]) ds ( u) ．
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