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摘要: 利用遍历理论研究了完备可分距离空间上其对偶算子的算术平均具有等度连续性的 Markov-Feller
算子的遍历性质，得到此类算子的 Yosida型遍历分解定理，并简洁证明了 Markov-Feller 算子具有唯一不
变测度的一个结果．
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0 引言

Markov算子的不变测度的存在性和唯一性一
直是 Markov过程的遍历理论研究的基本而重要的
问题之一．存在这种测度意味着该过程具有某种形
式的随机稳定性并且是进一步作遍历分析的基础．
对于由紧空间上连续变换导出的 Markov-Feller 算
子，文献［1］证明了此类算子存在唯一不变测度的
充分条件和必要条件; 文献［2］研究了完备可分距
离空间上具有唯一不变测度的 Markov-Feller算子的
性质; 文献［3］讨论了局部紧空间上的 Markov-Feller
算子不变测度的存在性并给出了一个充要条件; 文

献［4］研究了一类特殊的 Markov-Feller 算子的遍历
性; 文献［5-6］给出了具有等度连续性的 Markov-
Feller算子存在唯一不变测度的充分条件及其应
用．本文将继续这方面的研究，其主要目的是证明完
备可分距离空间上其对偶算子的算术平均具有等度

连续性的 Markov-Feller 算子的 Yosida 型遍历分解
定理，并由该定理给出文献［5］中主要结果的一个
简洁证明．需要指出的是遍历分解定理自身是遍历
理论研究的一个重要问题［7-8］．

1 定义及其记号

设( X，d) 是一个完备可分的距离空间，B( X)
表示X的Borel σ-代数，Msig ( X) 、M( X) 和M1 ( X) 分
别表示( X，d) 上的有限实值Borel符号测度、测度以

及概率测度全体，Bb ( X) 、Cb ( X) 以及 Lip( X) 分别
表示 X 上有界可测函数、有界连续函数和有界
Lipschitz函数全体．
设算子 P: M( X) → M( X) ． 若 P 是正线性且保

范的，则称 P为 Markov算子［9］．
每一个 Markov 算子都可以线性延拓到符号测

度空间 Msig ( X) 上．若 f∈ Bb ( X) ，μ∈ Msig ( X) ，令

〈f，μ〉= ∫Xf( x) dμ( x) ，
设 P 为 Markov 算 子，若 存 在 线 性 算 子 U:
Bb ( X) →Bb ( X) ，使得f∈ Bb ( X) ，μ∈M( X) ，〈f，
Pμ〉=〈Uf，μ〉，则称 U为 Markov算子的对偶算子．
若 U将有界连续函数 Cb ( X) 映为自身，则称 P 为
Markov-Feller 算子，简称为 Feller 算子．μ ∈
M( X) ，定义范数 ‖μ‖ = sup{ 〈 f，μ〉 : f ∈
Lip1 ( X) ，supx∈X

f( x) ≤ 1} ，其中Lip1 ( X) = { f: f ∈

Bb ( X) ， f( x) － f( y) ≤ d( x，y) ，x，y∈ X} ．
称 定 义 在 M( X) 上 的 上 述 范 数 为

Kantororovich-Rubinshtein 或 Fortet-Mourier 范
数［9-10］，众所周知，lim

n→∞
‖μn － μ‖ = 0( μn，μ ∈

M1 ( X) ) 等价于 { μn} n≥1 弱收敛于 μ，即 f ∈
Cb ( X) ，limn→∞

〈f，μn〉=〈f，μ〉．

设 P为 Feller算子，μ∈ M1 ( X) ，若 Pμ = μ，则
称 μ是( 关于 P的) 不变的概率测度．设 A∈ B( X) ，
若 UIA ( x) = IA ( x) ，则称 A是关于 T的不变集或随
机闭集; 若 UIA ( x) = IA ( x) a． e．［μ］，则称 A是( 关
于 P的) μ不变集; 此处 IA ( x) 表示 A的示性函数．设
δx 表示集中于单点集{ x} 上的 Dirac测度．若 μ是不



变的概率测度，且对 P的任一不变集 A，μ( A) = 0或
者 μ( A) = 1，则称 μ是遍历的［11］．
关于 Markov 算子的遍历理论可参见文献

［11-13］．

2 有关引理

定义 P ( n) = 1
n∑

n－1

i = 1
Pi，U( n) = 1

n∑
n－1

i = 1
Ui ( n≥ 1) ．

若f∈ Lip( X) ，{ U( n) f} n≥1在 X中的任一紧子集上
是等度连续的，则称 U的算术平均是等度连续的．
除非另有说明，本文均设( X，d) 是完备可分的

距离空间，P为X上的 Feller算子且对偶算子U的算
术平均是等度连续的．
由Yosida算子平均遍历定理［13］和Prokhorov定

理［14］ 可证得下列结果．
引理 1 设 μ ∈ M1 ( X) ，若{ P

( n) μ} n≥1 是紧性

测度列，则{ Pnμ} n≥1 弱收敛．
引理 2 设 P M1 ( X) ，则 P是紧的充要条件

是m∈ N，Fm ∈ D，使得
μ∈ P，〈fFm，1 /m，μ〉＞ 1 － 1 /m．
引理 3 令Γc，M1

= { μ: μ∈M1 ( X) ，{ P
( n) μ} n≥1

是紧的测度列} ，则 Γc，M1 是 M1 ( X) 中的闭集．
证 因为 U 是等度连续的，所以{ U( n) } n≥1 是

等度连续的． 由文献［15］可得 ε ＞ 0 及 λ ∈
M1 ( X) ，δ ＞ 0，当‖μ － λ‖ ＜ δ( μ∈M1 ( X) ) 时，

‖P ( n) μ － P ( n) λ‖ ＜ ε，n≥ 1． ( 1)
设{ μk} k≥1 是 Γc，M1 中收敛于 λ 的测度列，对任

意固定的 m∈ N，由( 1) 式，k0 ∈ N，使得

‖P( n) μk0 － P( n) λ‖ ＜ 1
2m( m + 1) ，n∈N． ( 2)

由于 μk0 ∈ Γc，M1
，由引理 2 知，F0 ∈ D，使得

〈fF0，1 / ( 2m) ，P
( n) μk0〉≥ 1 － 1

2m，n∈ N．

由( 2) 式得，n∈ N，
〈fF0，1 /m，P

( n) λ〉≥〈fF0，1 / ( 2m) ，P
( n) λ〉≥

〈fF0，1 / ( 2m) ，P
( n) μn0〉－ 1

2m≥ 1 － 1
m，

因此 λ∈ Γc，M1
，即 Γc，M1 是闭集．

引理 4 设 μ∈ Γc，M1
，supp［μ］表示 μ的拓扑

支集，则x∈ supp［μ］，δx ∈ Γc，M1
．

证 设 x ∈ supp［μ］，若 δx  Γc，M1
，即

{ P ( n) δx} n≥1 不是紧的，由文献［12］中的 Prokhorov
定理知，存在子列{ sn} ，{ P

( sn) δx} n≥1 不是紧的．由引
理 2知，m∈ N，F∈ D，存在子列{ tn}  { sn} ，
使得

U( tn) fF，1 /m ( x) =〈U
( tn) δx，fF，1 /m〉≤ 1 － 1

m ．

令 O( x，r) = { y: y∈ X，d( x，y) ＜ r} ，由( 1) 式
知，δ ＞ 0，使得 y∈ O( x，δ) ，

‖P( n) δx － P( n) δy‖ ＜ 1
2m( m + 1) ，n∈N． ( 3)

由于 x∈ supp［μ］，所以 α = μ( O( x，δ) ) ＞ 0．因为
μ∈ Γc，M1

，所以{ P ( tn) μ} n≥1 是紧的，由引理 2 得，存
在某个 F∈ D，使得

〈fF，1 /m，P
( tn) δx〉＞ 1 － α

2m，n∈ N． ( 4)

y∈ O( x，δ) ，由( 3) 式及( 4) 式，n∈ N，

U( tn) fF，1 /m ( y) ≤ 1 － 1
m + ‖P ( n) δx －

P ( n) δy‖Lip( fF，1 /m ) ≤ 1 － 1
m + 1

2m = 1 － 1
2m，

从而

〈U( tn) fF，1 /m，μ〉≤ α( 1 － 1
2m) + 1 － α = 1 － α

2m，

这与( 4) 式矛盾．
令Γt = { x∈ X: { P( n) δx} n≥1 是紧的测度序列} ．
引理 5 Γt 是 X中的闭集，且对任意关于 P 不

变的概率测度 μ，μ( Γt ) = 1．
证 因为P为 Feller算子，所以 δ: X→M1 ( X) ，

x |→ δx，是连续线性算子．由于 Γc，M1 是闭的，所以令

Γt = δ －1 ( Γc，M1
) 是闭集．

设 x∈ Γt，由引理 2知，m∈ N，F∈ D，使
得

U( n) fF，1 /m ( x) ＞ 1 － 1
m，n∈ N．

令 CF，m，n = ( x∈ X: U( n) fF，1 /m ( x) ＞ 1 － 1 /m) ．由上
式及引理 2 得 Γt = ∩

m∈N
∪
F∈D
∩
n∈N

CF，m，n ．

设 μ是关于 T不变的概率测度，对任一 m∈ N
和 0 ＜ δ ＜ 1．由于( X，d) 是完备可分的距离空间，
从而 μ是紧的，由( 4) 式得F0 ∈ D，使得

〈fF0，1 /m，μ〉≥〈fF0，δ /m，μ〉≥ 1 － δ
m ．

为简洁起见，记 f = fF0，1 /m ．
由文献［11］中的对偶遍历定理得，f* ∈

Bb ( X) 及 A∈ B( X) ，使得 μ( A) = 1 且
lim
n→∞

U( n) f( x) = f* ( x) ( x∈ A) ，〈μ，f〉=〈μ，f* 〉．

显然 0 ≤ f* ( x) ≤ 1．令B = { x∈ A: f* ( x) ＜ 1 －
1 / ( 2m) } ，则 B∈ B( X) ，

1 － δ
m ≤〈f，μ〉=〈f* ，μ〉≤

μ( B) 1 － 1
2( )m

+ 1 － μ( B) ，
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从而 μ( B) ≤ 2δ． 记 C = A \B，则 μ( C) = μ( A) －
μ( B) ≥ 1 － 2δ．
设 x ∈ C，从而 lim

n→∞
U( n) f( x) = f* ( x) ≥ 1 －

1 / ( 2m) ，因此，N∈ N，使得

lim
n→∞

U( n) f( x) ＞ 1 － 1
m，n ＞ N． ( 5)

然而有限测度集( P ( n) δx ) 1≤n≤N是紧的，由引理 2知，
F1 ∈ D，使得

U( n) fF1，1 /m ( x) ＞ 1 － 1
m，1 ≤ n≤ N． ( 6)

令 F = F0∪ F1，则 F∈D且 fF，1 /m≥ fFi，1 /m ( i =
0，1) ．由( 5) 式和( 6) 式得

U( n) fF1，1 /m ( x) ＞ 1 － 1
m，n∈ N．

因此 x∈ ∩
n∈N

CF，m，n ．故 C ∪
F∈D
∩
n∈N

CF，m，n，从而

μ ∪
F∈D
∩
n∈N

CF，m，( )n ≥ μ( C) ≥ 1 － 2δ．

由 δ的任意性得 μ ∪
F∈D
∩
n∈N

CF，m，( )n = 1，故 μ( Γt ) =

μ ∩
m∈N

∪
F∈D
∩
n∈N

CF，m，( )n = 1．

设 x∈Γt，由引理1知，{ P
( n) δx} n≥1弱收敛某个

测度，记为 εx，从而

lim
n→∞
〈f，P ( n) δx〉=〈f，εx〉，f∈ Cb ( X) ．

由于 P是 Feller算子，从而 εx是 P的不变概率测度．
作映射 ε: Γt→M1 ( X) ，x |→ εx，由( 1) 式易证 ε是连
续的．定义

f* ( x) =
〈f，εx〉，x∈ Γt，

0， x Γt
{ ，

从而 f* ( x) 是 Γt 上的连续函数．

定义Γte {= x∈Γt : ∫Γt
( f* ( y) － f* ( x) ) 2dεx( y) =

0，f∈ Cb ( X }) ．为了给出 Γte 的性质需要下列结

果，其证明参见文献［14］．
引理 6 设( X，d) 是完备可分的距离空间，则

存在 Cb ( X) 中的收敛决定表 F = { fi} i∈N，fi ( i∈N)
是( X，d) 上的 Lipschitz 函数，使得对于 fi，{ μn} n∈N

收敛于 μ的充要条件为
lim
n→∞
〈μn，fi〉=〈μ，fi〉，i∈ N．

由 F 可数性及 Lebesgue 收敛定理易证下列
结果．
引理 7 Γte 是 X中的闭集，且对任意关于 P不

变的概率测度 μ，μ( Γte ) = 1．

3 主要结果及其证明

在 Γte上定义一个等价关系‘～’: 对 x，y∈Γte，

x ～ yεx = εy ． x所在的等价类记为［x］．
定理 1 ( ⅰ) 对每个 x∈Γte，［x］是闭集，εx是

1 个遍历的概率测度且 εx( ［x］) = 1;
( ⅱ) 设 μ 是遍历的概率测度，则存在某个 x ∈

Γte，使得 μ = εx ．
证 ( ⅰ) 设 x∈Γte，则［x］ = { y ∶εy = εx} ，即

［x］ = ε －1 ( x) ，而 ε是 Γte 上连续映射，从而［x］是
Γte 中的闭集，而 Γte 是闭集，从而 Γte 也是 X中的闭
集．因为 x ～ yεx = εy，从而也等价于对收敛决定

类 F = { fi} i∈N，〈fi，εx〉=〈fi，εy〉( i∈ N) ，
从而

［x］ = Γte ∩∩
∞

i =1
{ y∈Γt : f

*
i ( y) = f*i ( x) } (i∈ N) ．

因而，当 y∈ Γte 时，

∫Γt
( f*i ( y) － f*i ( x) )

2dεx ( y) = 0．

从而 f*i ( y) 在 Γt 上关于不变测度 εx 几乎处处等于

f*i ( x) ，即 εx{ y∈ Γt : f
*
i ( y) = f*i ( x) } = 1．由引理

7 得 εx ( Γte ) = 1，从而

εx( ［x］) = εx( Γte∩∩
∞

i =1
{ y∈Γt : f

*
i ( y) = f*i ( x) } ) = 1．

当 y∈［x］时，lim
n→∞

U( n) f( x) = lim
n→∞
〈f，P ( n) δy〉=〈f，

εy〉=〈f，εx〉，f∈ Cb ( X) ．而 εx( ［x］) = 1．由文
献［16］知，εx 是 1 个遍历的概率测度．
( ⅱ) 设 μ是遍历的概率测度，由文献［13］知，

A∈ B( X) ，使得 μ( A) = 1，
lim
n→∞

U( n) f( x) =〈f，μ〉，x∈ A，f∈ Cb ( X) ．

由于 μ不变 ，所以 A Γte，任取 x∈ A，则 μ = εx ．
定理 2 设 μ是不变的概率测度，则

μ( A) = ∫Γte
εx ( A) dμ( x) ，A∈ B( X) ．

证 由于 μ( Γte ) = 1，所以

∫Xεx ( A) dμ( x) = ∫Γte
εx ( A) dμ( x) ．

对 x∈ Γte 及 A∈ B( X) ，由遍历定理及引理 6 得
lim
n→∞

U( n) χA ( x) = εx ( A) ，a． e．［εx］，

〈lim
n→∞

U( n) χA ( x) ，μ〉= lim
n→∞
〈U( n) χA ( x) ，μ〉=

μ( A) =〈μ，εx ( A) 〉，
即

μ( A) = ∫Xεx ( A) dμ( x) = ∫Γte
εx ( A) dμ( x) ．

上述定理即为遍历分解定理，简记为 μ =

∫Γte
εxdμ( x) ．

x，y∈ X，若n0 ∈ N，使得 supp{ Pn0δz1} ∩
supp{ Pn0δz2 } ≠，则称 P的支集相交．
定理 3 设 P的支集相交，则 P是唯一遍历的．
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证 若 P不是唯一遍历的，由定理2知，存在 P
的 2 个遍历的概率测度，记为 μ1，μ2 ． 由定理 1 知，
x，y∈ Γte，使得 μ1 = εx，μ2 = εy，且 supp［μ1］
［x］，supp［μ2］［y］．
任取 z1 ∈ supp［μ1］，z2 ∈ supp［μ2］． 由文献

［17］知，n∈ N，
supp{ Pnδz1 } ∈ supp［Pnμ1］ = supp［μ1］，

supp{ Pnδz2 } ∈ supp［Pnμ2］ = supp［μ2］，

从而

supp{ Pnδz1 } ∩supp{ Pnδz2 }  supp［μ1］∩
supp［μ2］［x］∩［y］ = ．

这与 P的支集相交性质矛盾．
注 1 定理 2在算子 U的算术平均具有等度连

续性的条件下将 Yosida 型遍历分解定理从局部紧
的可分距离空间推广到完备可分的距离空间上，并

得到更为细致地刻画． 注意到对于局部紧的可分距
离空间 X，其在无穷远处趋于 0 的连续函数全体
C0 ( X) 是可分的，从而 C0 ( X) 是收敛决定类且
C*

0 ( X) = M( X) ．而对于完备可分的距离空间，则不
尽然．因此文献［7］中的证明方法是不能直接推广
到完备可分的距离空间上的．
注 2 文献［5］在假定算子具有等度连续性这

一较强的条件下证明了定理3中的结论，因此定理3
是文献［5］的主要结果的一个推广． 本文利用遍历
分解定理证明 P 的唯一遍历性，此方法比文献［5］
的方法更为简洁．
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Ergodicity for a Class of Markov Operators

GUO Xin-wei1，YU Jian-hua2，QI Hai-tao1

( 1． School of Mathematics and Statics，Shandong University at Weihai，Weihai Shandong 264209，China;
2． Yangtze College，East China Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: Ergodicity of a class of Markov-Feller operators with equicontinuous average dual operators is studied by
the ergodic theory． As an application，a Yosida type ergodic decomposition theorem for such operators is proved and
a simple proof on the uniqueness of invariant measures for Markov-Feller operators is given．
Key words: Markov-Feller operators; invariant measures; tight measures; ergodic decomposition
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