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一类 Calderón-Zygmund型算子的交换子加权不等式
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摘要: 利用交换子理论研究了当 b∈BMO( μ) ，μ∈A1 ( R
n ) 时，由 b和 T生成的交换子［b，T］的性质，通过建

立交换子［b，T］的 sharp极大函数的点态不等式，证明了上述交换子是 Lp ( μ) 到 Lp ( μ1 － p ) 上的有界算子．
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0 引言

交换子理论最初是由 R． R． Coifman 等［1-3］建立
的，由于交换子理论在研究 2 阶椭圆型偏微分方程
正则解的问题中起着十分重要的作用，随后许多学

者都开始研究此理论，并获得许多重要的结果．
设 T 是 Calderón-Zygmund 奇异积分算子，b 是

Rn 上的局部可积函数，对 f∈ C∞
0 ( R

n ) ，定义交换子

［b，T］为［b，T］f = bT( f) － T( bf) ．
1978 年，S． Janson 证明了交换子［b，T］ 在

Lp ( 1 ＜ p ＜ !) 上是有界的充要条件是 b ∈ BMO;
1995 年，M． Paluszynski证明了［b，T］是( p，q) 型的
充要条件是 b∈ Lipβ

［4］，其中 1 ＜ p ＜ q ＜ ∞，0 ＜
β ＜ 1 和 1 q = 1 p － β n．
关于交换子的更多结果，可以参见文献［5-7］．

1 定义和主要结果

定义 1 设函数 K( x) ∈ L1
loc ( R

n \ { 0} ) ，且满足

下列 2 个条件:
( ⅰ) 当 x≠ 0 时，K( x) ≤ C x －n ;

( ⅱ) 当 2 y ≤ x 时，

K( x － y) － K( x) ≤ y x n+1，

称这样的 K( x) 为经典的 Calderón-Zygmund 核，经
典的 Calderón-Zygmund算子定义为

Tf( x) = ∫Rn
K( x － y) f( y) dy．

定义 2 一个局部可积函数 f( x) 属于加权
Lipschitz函数空间，即 f( x) ∈ Lipp

β，μ，对于 1 ≤ p≤
!，1 ＜ β ＜ !，μ∈ A!( R

n ) ，有

sup
B

1
μ ( B) β (/n

1
μ( B) ∫B f( x) － fB

pμ ( x) 1－pd )x
1 / p

≤

C ＜ ∞，
其中上确界取遍 Rn 所有的球 B．由这些函数生成的
Banach空间用 Lipp

β，μ 表示，把{ C} 的下确界记为
‖f‖Lipp

β，μ
，Lip1β，μ 简记为 Lipβ，μ，当 μ = 1 时，Lipβ，μ 空

间就变为经典的 Lipβ 空间．
2007 年 Hu Bei 和 Gu Jiajun 研究当 b 为加权

Lipschitz函数时，交换子［b，T］的有界性［8］．
定理 1 设 T是 Calderón-Zygmund奇异积分算

子，μ∈ A1 ( R
n ) ，1 q = 1 p － β n，对0 ＜ β ＜ 1和

1 ＜ p ＜ q ＜ !，其中核函数满足定义 1，若 b ∈
Lipβ，μ，则交换子［b，T］是 Lp ( μ) 到 Lq ( μ1－q ) 上的有

界算子．
定义 3 设 S( Rn ) 是 Rn 上的速降函数空间，

S'( Rn ) 是缓增广义函数空间( 速降函数的对偶空

间) ．设 T: S( Rn ) → S'( Rn ) 是线性算子，其核函数

为 K(·，·) ，T被定义为

T( g) ( x) = ∫Rn
K( x，y) g( y) dy，g∈ C!

0 ( R
n ) ，

称 T为 Calderón-Zygmund型算子，若下列 3 个条件
同时满足:

( ⅰ) T可以扩张为 L2 ( Rn ) 上的连续算子;

( ⅱ) K除对角线{ ( x，y) ∈Rn × Rn : x = y} 外是
光滑的，且



∫ x－y ＞ 2
(

z－y
K( x，y) － K( x，z) +

K( y，x) － K( z，x )) dx≤ C，

其中 C ＞ 0 是与 y和 z无关的常数;
( ⅲ) 存在正常数序列{ Cj} 使得j∈ N，有

∫2 j z －y ≤ x－y ≤2 j +1 z－y
K( x，y) － K( x，z) qd( )x 1 / q

≤

Cj ( 2
j z － y ) －n /q'，

∫2 j z －y ≤ x－y ≤2 j +1 z－y
K( y，x) － K( z，x) qd( )x 1 / q

≤

Cj ( 2
j z － y ) －n /q'，

其中( q，q') 是固定的正数对，满足 1 q + 1 q' = 1
且 1 ＜ q' ＜ 2．
最近，文献［9］给出了 Calderón-Zygmund 型算

子 T在加权的哈代空间 H1
ω ( R

n ) 和加权勒贝格空间

Lp
ω ( R

n ) 上的估计．
定理A 设T为Calderón-Zygmund型算子且序

列{ Cj} ∈ l1，则 T可扩张为 Lp ( Rn ) ( 1 ＜ p ＜ !) 上
的有界算子，且为弱( 1，1) 型的．
如果对比经典的 Calderón-Zygmund 算子，其核

函数 K( x，y) 满足
| K( x，y) |≤ C | x － y | －n，

K( x，y) － K( x，z) + K( y，x) － K( z，x) ≤

C x － y －n z － y( )x － y
ε
，

对 | x － y | ＞ 2 | x － y | 和某个 ε ＞ 0成立．当 Cj =
2 －jε，j∈ N，且 g可为 1 ＜ q ＜ ∞ 的任意数时，文献
［9］给 出 的 算 子 是 定 义 3 中 给 出 的 1 个
Calderón-Zygmund型算子．这一事实说明 Calderón-
Zygmund型算子可视为广义的Calderón-Zygmund算
子． 当K( x，y) 退化为只有1个变量且 ε = 1时，广义
的 Calderón-Zygmund 算 子 就 退 化 为 经 典
Calderón-Zygmund算子．所以 Calderón-Zygmund 算
子是 Calderón-Zygmund型算子的特殊情形．
文献［10］在研究 Calderón-Zygmund 型算子及

其交换子的 sharp极大函数估计中已经证明了下面
的结论．
定理 2 设 T 为 Calderón-Zygmund 型算子，q'

如定义 1所述且序列{ Cj} ∈ l1，若 b∈ Λβ，0 ＜ β ＜
min { 1，n( 2 q' － 1) } ，则交换子［b，T］是 Lp1 ( Rn )

到 Lp2 ( Rn ) 上的有界算子，其中 1 ＜ p1 ＜ n β 且
1 p2 = 1 p1 － β n．进一步有

‖［b，T］f‖Lp2 ≤ C‖b‖Λβ ‖f‖Lp1，

其中 C ＞ 0 与 f无关．
受文献［8］和［10］的启发，若当文献［8］中的

核条件变为 Calderón-Zygmund 型奇异积分算子，
b∈ BMO( μ) 时，该类型交换子［b，T］是否有类似
定理 1 的结论，这是本文研究的主要内容．
定理 3 设 T 为 Calderón-Zygmund 型算子，q'

如定义 3 所述且序列{ Cj} ∈ l1，μ ∈ A1 ( R
n ) ，b ∈

BMO( μ) ，1 ＜ q' ＜ p ＜ !，则交换子［b，T］是 Lp ( μ)
到 Lp ( μ1－p ) 上的有界算子．

2 预备知识和引理

为了证明定理 3，需要下面的预备知识和引理．

记 fB = 1
B ∫B f( y) dy．极大函数Mf和 sharp函

数 M# f定义为

Mf( x) = sup
x∈B

1
B ∫B f( y) dy，

M# f( x) = sup
x∈B

1
B ∫B f( y) － fB dy≈

sup
x∈B

inf
c∈C

1
B ∫B f( y) － c dy，

极大函数与 sharp极大函数的变式为
Mδ f( x) = M ( f δ ) 1 /δ，M#

δ f( x) = M# ( f δ ) 1 /δ ．
定义 4( Muckenhopt 权函数) 称一个非负局

部可积函数 μ( x) 属于 Ap ( 1 ≤ p ≤ !) 权，如果当
1 ＜ p ＜ !，存在一个常数 C ＞ 0，使得下列不等式

sup
B

1
B ∫Bμ( x) d( )x 1

B ∫Bμ ( x) 1－p'd( )x p－1

≤ C

成立，其中1 / p + 1 / p' = 1．称 μ( x) ∈ A1，如果存在一

个常数 C ＞ 0，使得Mμ( x) ≤ Cμ( x) ．称 μ( x) ∈ A!，

当且仅当p，1≤ p ＜ !，μ∈ Ap，即 A! = ∪
1≤p ＜!

Ap．

定义 5 称一个局部可积函数 b ∈ BMOp ( μ) ，
如果

‖b‖BMOp( μ) : {= b b∈ Lloc ( μ) 且

sup
B

1
μ( B) ∫B b( y) － bB

pμ ( y) 1－pd( )y 1 / p

≤ C ＜ }∞ ，

当 p = 1时，BMO1 ( μ) = BMO( μ) ; 当 μ是 Lebesgue
测度时，BMO1 ( μ) = BMO．

引理1 设 0 ＜ p，δ ＜ !和 μ∈ ∪
1≤r≤!

Ar ( R
n ) ，存

在常数 C，对任意光滑函数 f有下面不等式

∫Rn
Mδ f ( x)

pμ( x) dx≤ C∫Rn
M#

δ f( x)
pμ( x) dx

成立，其中不等式的左边的积分是有限的．
引理 2( Kolmogorov不等式) 设 T是 Lp ( Rn )

( 1 ≤ p ＜ !) 到可测函数空间 M上的次线性算子，
如果T是弱( p，p) 型的，则对一切有限测度集E和所
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有 0 ＜ r ＜ p，存在常数 C ＞ 0，使得

∫E Tf( x) rdx≤ C E 1－r /p ‖f‖r
p ．

引理 3 设 μ∈ Α1 ( R
n ) ，b∈ BMOp ( μ) ，则

b2k+1B － bB ≤ Ckμ( x) ‖b‖BMOp( μ) ．

引理4［11］ 设 μ∈Α1 ( R
n ) ，则p，1≤ p ＜ !，

存在一个常数 C ＞ 0，使得
‖b‖BMOp( μ) ≤‖b‖BMO( μ) ．

引理 5 设 T 为 Calderón-Zygmund 型算子，q'
如定义 3 所述且序列 { jCj} ∈ l1，μ ∈ A1 ( R

n ) ，b ∈
BMO( μ) ．此外 0 ＜ δ ＜ 1，1 ＜ q' ＜ r ＜ p，则存在常
数 C ＞ 0，满足
M#

δ( ［b，T］f) ( x) ≤
Cμ( x) ‖b‖BMO( μ) ( Mμ，r ( Tf) ( x) + Mμ，r ( f) ( x) ) ，

其中Mμ，r f( x) = sup
x∈B

1
μ( B) ∫B f( y) rμ( y) d( )y 1 / r

，f为

有界光滑函数且 x∈ Rn ．
证 对任意的常数 λ，有

［b，T］f( x) = ( b( x) － λ) Tf( x) － T( ( b － λ) f) ( x) ．
固定 x∈ Rn，令 B = B( x，r) ，f = f1 + f2，这里

f1 = fχB，B = B( x，4r) ，λ，c都是常数，因为 0 ＜ δ ＜
1，利用不等式 a δ － b δ ≤ a － b δ，有

1
B ∫B ［b，T］f( y) δ － c δ d( )y 1 /δ

≤

1
B ∫B ［b，T］f( y) － c δd( )y 1 /δ

≤

(C 1
B ∫B ( b( y) － λ) Tf( y) － T( ( b － λ) f) ( y) －

c δd )y
1 /δ

≤ C 1
B ∫B ( b( y) － λ) Tf( y) δd( )y 1 /δ

+

C 1
B ∫B T( ( b － λ) f1 ) ( y) δd( )y 1 /δ

+

C 1
B ∫B T( ( b － λ) f2) ( y) － c δd( )y 1 /δ

= I + II + III．

首先估计 I，令 λ = bB，则 r ＞ 1 及 μ ∈
A1 ( R

n ) ，由引理 4 得

I≤ C 1
B ∫B ( b( y) － bB ) Tf( y) dy ≤

C 1
B ∫B b( y) － bB

r'μ ( y) 1－r'd( )y 1 / r'

·

1
B ∫B Tf( y) rμ( y) d( )y 1 / r

≤

C μ( B)( )B

1 / r' 1
μ( )B ∫B b( y) － bB

r'μ ( y) 1－r'd( )y 1 / r'

·

μ( )B( )B

1 / r 1
μ( )B ∫B Tf( y) rμ( y) d( )y 1 / r

≤

Cμ( x) ‖b‖BMO( μ) Mμ，r ( Tf) ( x) ．

对于估计 II，由引理 2，算子 T的弱( 1，1) 型及 I
的类似估计方法得

II≤ C 1
B ∫B ( b( y) － bB ) f( y) dy≤

Cμ( x) ‖b‖BMOr'( μ)
Mμ，r ( f) ( x) ．

最后对 III进行估计，取 c = ( T( ( b － bB ) f2 ) ) B，
由定义 3 的条件( ⅲ) ，有

III≤ C 1
B ∫B T( ( b － λ) f2 ) ( y) － c d( )y =

C
B ∫B T( ( b － bB) f2) ( y) － ( T( ( b － bB) f2) ) B dy≤

C
B 2BB∫Rn \B

K( y，w) － K( z，w) ( b( w) － bB ) ·

f( w) dwdzdy≤ C
B 2BB∑

!

k =1
∫2kr≤ y－w ≤2k+1r

K( y，w) －

K( z，w) ( b( w) － b2k+1B ) f( w) dwdzdy +

C
B 2BB∑

∞

k = 1
∫2kr≤| y－w|≤2k+1r

K( y，w) －

K( z，w) ( b2k+1B － bB ) f( w) dwdzdy≤
C
B 2BB∑

!

k =
{ (

1
∫2kr≤ y－w ≤2k+1r

K( y，w) －

K( z，w) qd )w
1 / q (· ∫2kr≤ y－w ≤2k+1r

( b( w) －

b2k+1B ) f( w)
q'd )w

1 / q'
dzdy≤

C
B 2BB∑

!

k = 1
Ck ( 2

k+1 r) (－n /q' ∫2kr≤ y－w ≤2k+1r
( b( w) －

b2k+1B ) f( w)
q'd )w

1 / q'
dzdy +

C
B 2BB∑

!

k = 1
Ck ( 2

k+1 r) －n /q' b2k+1B － bB ·

∫2kr≤ y－w ≤2k+1r
f( w) q'd( )w

1 / q'
dzdy = III1 + III2 ．

下面来估计

∫2kr≤ y－w ≤2k+1r
( b( w) － b2k+1B ) f( w)

q'd( )w
1 / q'

．

由 Hlder不等式，反 Hlder不等式及 A1 权条件得

1
2k+1B ∫2k+1B ( b( w) － b2k+1B ) f( w)

q'd( )w
1 / q'

≤

C 1
2k+1B ∫2k+1B b( w) － b2k+1B

q't1μ ( w) 1－q't1d( )w 1 / ( q't1)

·

1
2k+1B ∫2k+1B f( w) q't2μ( w) d( )w

1 / ( q't2)

·

1
2k+1B ∫2k+1Bμ( w) ( q' －1 / t1－1 / t2) t3d( )w

1 / ( q't3)

≤

Cμ( x) ‖b‖BMO( μ) Mμ，r ( f) ( x) ，
其中 r = q't2，正数 t1，t2，t3满足1 / t1 + 1 / t2 + 1 / t3 = 1．
所以 III1 ≤ Cμ( x) ‖b‖BMO( μ) Mμ，r ( f) ( x) ．
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由引理 3 和引理 4 得
III2 ≤ Cμ( x) ‖b‖BMO( μ) Mμ，r ( f) ( x) ．

引理 5 得证．

3 定理 3 的证明
q'，1 ＜ q' ＜ p，r，使得1 ＜ q' ＜ r ＜ p，由引

理 1，引理 5 及 Mμ，r ( f) 的 Lp ( μ) 有界性可得
‖［b，T］f( x) ‖Lp( μ1－p) ≤‖Mδ( ［b，T］f) ‖Lp( μ1－p) ≤
‖M#

δ( ［b，T］f) ‖Lp( μ1－p) ≤
C‖b‖BMO( μ)‖μ( x) Mμ，r ( Tf) ( x) ‖Lp( μ1－p) +
C‖b‖BMO( μ)‖μ( x) Mμ，r ( f) ( x) ‖Lp( μ1－p) ≤

C‖b‖BMO( μ) ∫Rn
μ ( x) pMp

μ，r ( Tf) ( x) μ
1－p ( x) d( )x 1 / p

+

C‖b‖BMO( μ) ∫Rn
μ ( x) pMp

μ，r ( f) ( x) μ
1－p ( x) d( )x 1 / p

≤

C‖b‖BMO( μ)‖Mμ，r ( Tf) ( x) ‖Lp( μ) +
C‖b‖BMO( μ)‖Mμ，r ( f) ( x) ‖Lp( μ) ≤
C‖b‖BMO( μ)‖f‖Lp( μ) ．
定理 3 得证．
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Weighted Inequalities for the Commutator of
Calderón-Zygmund Type Operator

XIONG Peng，ZHENG Xiong-jun*

( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: By the commutators theory，the properties of commutator［b，T］when b in BMO( μ) and μ in A1 ( R
n )

are studied． Through eastablishing a pointwise inequality of sharp maximal function for the commutator，it is proved
that the commutator is bounded form Lp ( μ) to Lp ( μ1 － p ) ．
Key words: commutators; weighted BMO function; Calderón-Zygmund type
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