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符号空间上 Takagi函数的局部水平集
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摘要: 利用符号空间上 Moran集的维数性质，研究符号空间上 Takagi 函数水平集和局部水平集的维数，
对符号空间中任意一点给出其对应局部水平集的维数，最后讨论了局部水平集 Hausdorff 维数的某种连
续性．
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0 引言

1903 年，Takagi引入了一个处处连续而处处不
可微的函数［1］，它可表为

T( x) = ∑
!

n = 0

‖2nx‖
2n ，

这里‖x‖ = min{ | x － n | : n∈ Z} 表示离最近整
数的距离． Takagi 函数在大量不同的文献中出
现［2－7］，它在不同领域有着重要应用． 本文考虑的问
题涉及其函数图像{ ( x，T( x) ) : 0 ≤ x ≤ 1} 的维数
性质．众所周知，T( x) 的值域为［0，2 /3］，其图像的
Hausdorff维数为 1，但是它的水平集 L( y) = { x:
T( x) = y} 的结构很复杂． 水平集的结构依赖于纵
坐标 y 的选择． 对于不同的纵坐标 y 而言，水平集
L( y) 可能为可数集( 有限或无穷) 或为不可数集．
1984年 Y． Baba［8］证明了 L( 2 /3) 的 Hausdorff维数
为 1 /2，从而它是 1 个不可数集． 而 2008 年，Z．
Buczolich证明在 Lebesgue测度下，对［0，2 /3］中几
乎所有的数，其水平集是 1 个有限集． D． E． Knuth［9］

证明了 L( 1 /2) 是 1 个可数无穷集．
鉴于水平集的复杂性，C． L． Jeffrey 等［10］ 定义

了局部水平集 Lloc ( x) ( 这里 x ∈［0，1］) ． 局部水平
集是对水平集进一步的等价分类，能更深入地了解

水平集的各种性质． 本文将考虑符号空间上的局部
水平集维数及维数的某种连续性问题，其中符号空

间{ － 1，1} ∞ 由下一节给出定义．
问题 1 σ∈ { － 1，1} !，其局部水平集的维

数是多少? 任给 s ∈ ［0，1 /2］，是否存在 σ ∈
{ － 1，1} ! 使得局部水平集 Lloc ( σ) 的 Hausdorff 维
数为 s?
本文借助符号空间上的 Moran集，σ∈ Σ!

2 求

出其局部水平集的 Hausdorff 维数［11］，同时也对上
述问题第 2 部分给出了一个正面回答．

1 预备知识

1． 1 符号空间及其上的 Moran集

设{ nk ≥ 2} k≥1 为一列正整数．k ∈ N，记 Ωk =

{ i1…ik : 1≤ ij ≤ nj，1≤ j≤ k} ．约定 Ω0 = {} ．记

Ω* =∪
k≥0

Ωk ．设 i = i1 i2…ik ∈ Ωk，j = j1 j2…jn ∈ Ωn，

定义词的连接为 i* j = i1 i2…ik j1 j2…jn ．当 nk≡m≥
2时，Ωk，Ω* 也用记号Σk

m，Σ
*
m 表示，它们的元素也用

σ表示．集合Σk
m中的元素σ也称为长是 k的词，其词

长用 σ 表示．符号 Σ!
m = { σ1σ2…: 1≤ σ j≤m，j≥

1} 表示无限长的词集． 设 σ = ( σn ) ∈ Σ!
m ( 简记为

σ = ( σn ) ) ，令σ | k = σ1σ2…σk为σ的前 k位截断，
定义 Σ!

m 上 2 点 σ = ( σn ) ，τ = ( τn ) 的距离为

d( σ，τ) = 2 －min{ n: σn≠τn} ，

则( Σ∞
m，d) 是 1 个紧度量空间．
设{ ck :n≥ 1 使得 ck = 2 －n} k≥1 为 1 列正实

数． 记 J = J = Σ∞
m，称 J的子集族F = { Ji | i∈Ω* }

为具有齐次 Moran结构，如果满足:
( ⅰ)i∈ Ω* ，Ji 与 J相似;



( ⅱ)k≥ 0及i∈ Ωk，Ji* 1，…，Ji* nk+1 为 Ji的

子集，并且m≠ n，Ji* m ∩ Ji* n = ;
( ⅲ)k ≥ 1，i ∈ Ωk－1 及 1 ≤ j ≤ nk 有

Ji* j Ji = ck，其中 E 表示集 E的直径．

令 Ek = ∪
i∈Ωk

Ji及 E =∩
k≥0

Ek，则 E为非空紧集．称

E = E( F，{ nk} ，{ ck} ) 为满足( { nk} ，{ ck} ) 的齐次
Moran集．相应的 Moran 集族记为 M( { nk} ，{ ck} ) ．
i∈ Ωk，记号 εk+1 = εk+1 ( i) 表示诸 Ji* 1，Ji* 2，…，
Ji* nk+1 间的最小距离，δk 表示第 k阶基本元的长度．
定义 1 称齐次 Moran集 E ∈ M( { nk} ，{ ck} )

为近齐次 Cantor 集 ( 其全体记为 C = C( { nk} ，

{ ck} ) ) ，如果N ＞ 0，使得k≥ 0和i∈Ωk，有

δk ≤ 2Nεk+1 ． ( 1)
命题 1 设E∈ M( { nk} ，{ ck} ) ，则

dimHE≤ lim
k→∞

inf
log( n1…nk )
－ log( c1…ck )

．

证 令 sk = log( n1…nk) ［－ log( c1…ck) ］．注
意到k∈ N，k阶基本元集合{ Ji} i∈Ωk 是 E 的一个
自然覆盖．设 t ＞ s* = lim

k→∞
inf sk，则对足够小的 ε ＞

0，存在单调上升的正整数序列{ ki} ，使得 t ＞ ski +

ε．由齐次 Moran 集的构造( ⅲ) ，i = i1…ik ∈ Ωk，

| Ji | = c1c2…ck : = ci ．从而有

∑
i∈Ωk

| Ji |
t ＜ ∑

i∈Ωk
cski+εi =

n1…nki ( c1…cki )
ski+ε = ( c1…cki )

ε ．

由于 max{ Ji : i ∈ Ωk} = c1c2…ck → 0( k →

∞ ) ，所以 Ht ( E) ≤ lim
i→∞
∑
i∈Ωk

| Ji |
t = 0，因此 dimHE≤

t．由 t ＞ s* 的任意性得 dimHE≤ s* ．
定理 1 设 C = C( { nk} ，{ ck} ) 为近齐次

Cantor集，则

dimHC = lim
k→∞

log( n1…nk )
－ log( c1…ck )

．

证 由命题 1 知，只需证 dimHC ≥ s* ． 如果
s* = 0，结论显然成立．下面假定 s* ＞ 0．由 s* 的定
义，α( 0 ＜ α ＜ s* ) ，k0∈N，使得k≥ k0均有

n1…nkδαk ＞ 1． ( 2)
设集 U是任意满足 U ＜ δk0 的集合，取 k≥ k0

为满足 δk+1 ≤ U ＜ δk 的唯一正整数．设 μ为 C上

的自然细分测度，即 μ( Ji ) = ( n1n2…nk )
－1，i ∈

Ωk ．分 2 种情形估计 μ( U) ．
情形1 U ≤ εk+1，则U最多与1个 k + 1阶基

本元相交，即

μ( U) ≤ ( n1…nk+1 )
－1 = δαk+1 ≤ U α ．

情形2 U ＞ εk+1，则U最多与 nk+1个 k + 1阶

基本元相交，即 μ( U) ≤ ( n1…nk )
－1 ．注意到( 1) 式，

( 2) 式和条件 U ≥ εk+1，所以有 μ( U) ≤ δαk ≤

2Nα ( εk+1 )
α ≤ 2Nα U α ．再注意到 2Nα 是与 U 无关

的常数，因此由质量分布原理得 dimHC≥ s* ．
定理 1 得证．

1． 2 符号空间上的 Takagi函数

下面考虑 2 个字符的符号空间，即 Σ2 = { － 1，

1} ，Σ∞
2 = { － 1，1} ∞ ．σ∈ Σ2，记 σ

－ = － σ．σ =
( σn ) ∈ Σ!

2，根据 σ1 = － 1 或 1，令 φ( σ) = σ或者

σ
－
，同时记号 S( σ) 表示移位运算，σ

－
表示按位取反

运算，π( σ) 表示 Σ∞
2 到 R的自然投射，即

S( σ) = σ2σ3…，σ
－ = σ

－
1σ

－
2…，π( σ) = ∑

∞

n = 1

σn

2n ．

在有限词集 Σ*
2 也类似定义移位运算，按位取

反运算，映射 φ 和自然投射 π，此时约定 S( σ1
2 ) =

{} ，π( ) = 0．记 Dj ( σ) = ∑
j

n = 1
σn，Z( σ) = { j:

Dj ( σ) = 0} ，称 Z( σ) 为 σ的平衡点集．当 Z( σ) 为
有限集且 k ＞ #Z( σ) 时，规定 dk = !，则平衡点集
可写作 Z( σ) = { d1，d2，…，dk，…} ，此处 #E表示集
E的势．约定 d0 = d0 ( σ) = 0．设 σ = ( σn ) ∈ Σ!

2，

称 Bk ( σ) = σdk－1+1σdk－1+2…σdk 为词 σ 的第 k 个平
衡块．
定义 2 设 σ，τ∈ Σ!

2 ．如果它们的平衡点集相
同并且 k阶平衡块相等，或者按位取反，即 Bk ( σ) =

Bk ( τ) 或者 Bk ( σ) = B
－

k ( τ) ，则称 σ和 τ等价，记作
σ ～ τ．

Σ!
m 上的 Takagi函数定义为

f( σ) = ∑
∞

n = 0

πφ( Snσ)
2n ，σ∈ Σ∞

2 ，

它的水平集定义为L( y) = { σ: f( σ) = y，σ∈Σ∞
2 } ．称

Lloc( σ) = { τ: τ ～ σ} 为关于 σ的局部水平集．
引理 1 σ∈ Σ!

2，有 Lloc ( σ)  L( f( σ) ) ，即
如果 σ ～ τ，则 f( σ) = f( τ) ．
证 σ = ( σn ) ∈ Σ!

2，记 wn ( σ) = σn并定义

函数

gk : Σ∞
2 → R，gk ( σ) = ∑

k－1

n = 0

1
2n∑

k－n

i = 1

wi ( φS
nσ)

2 i ．

注 1 如果 k∈ Z( σ) ，σ∈ Σ!
2，则

gk ( σ) = ∑
k－1

n = 0

πφ( Snσ)
2n ．

事实上，直接计算可得
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∑
k－1

n = 0

πφ( Snσ)
2n = ∑

k－1

n = 0

1
2n∑

!

i = 1

wi ( φS
nσ)

2 i =

∑
k－1

n = 0

1
2n ∑

k－n

i = 1

wi ( φS
nσ)

2 i + ∑
i ＞ k－n

wi ( φS
nσ)

2( )i
=

gk ( σ) +∑
k－1

n = 0

1
2n∑

i ＞ k－n

wi ( φS
nσ)

2 i = gk ( σ) +

∑
i ＞k
∑
k－1

n =0

wi－nφ( S
nσ)

2i
= gk( σ) +∑

i ＞k
∑
k－1

n =0

σi( 2lk － k)
2i
，

其中 lk = #{ σi = － 1: 1≤ i≤ k} ．由于 k为平衡点，
所以 σ1，σ2，…，σk 中有 k /2个 1和 － 1，即 2lk = k．

因而，当 i ＞ k时，有∑
k－1

n = 0
σi ( 2lk － k) = 0．从而

gk ( σ) = ∑
k－1

n = 0

πφ( Snσ)
2n ．

即注 1 成立．
设 σ = ( σn ) ，σ' = ( σ'n ) ∈ Σ!

2，并且 σ ～ σ'．
为证 f( σ) = f( σ') ，只需验证 f( σ) 和 f( σ') 求和公
式中的关于 1 /2n 的求和相等，即

A = ∑
n－1

k = 0

wn－k ( φ( S
kσ) )

2n ，

A' = ∑
n－1

k = 0

wn－k ( φ( S
kσ') )

2n ，A = A'．

为此假定σn所在的平衡块为 Bk，记 t = #{ σi = － 1:
dk + 1 ≤ i≤ n} ，则由注 1 可知，

A = ∑
n

i = dk+1

wn－i ( φ( S
iσ) )

2n =

tσn － ( n － t － dk ) σn

2n =
( 2t + dk － n) σn

2n ．

当 Bk ( σ) = Bk ( σ') 时，A = A'; 而当 Bk ( σ) =

B
－

k ( σ') 时，σn = － σn，且 #{ σi = － 1: dk + 1 ≤ i≤
n} = － t，从而也有 A = A'．以上表明 f( σ) = f( σ') ．

2 局部水平集的维数

E，若它的 s 维 Hausdorff 测度( 记为 Hs ( E) )
为正有限集，则称 E为 s集．此时集 E的Hausdorff维
数为 s．
定理 2( 局部水平集维数) 设 σ = ( σn) ∈ Σ!2，

Z( σ) 为其平衡点集，则
( ⅰ) 若 Z( σ) 有限，则 #Lloc ( σ) = 2#Z( σ) ;

( ⅱ) 若 Z( σ) = { d1，d2，…} 为无穷集，则
dimHL

loc ( σ) = lim
k→∞

k /dk ．

证 ( ⅰ) 若 #Z( σ) = a ＜ ∞，则与σ等价的元
素共有 2a 个，从而 #Lloc ( σ) = 2a ．

( ⅱ) 此时可设 σ = B1B2…，其中 Bk 为 σ的第 k

个平衡块．记 lk = dk － dk－1 ．局部水平集的定义表明

Lloc ( σ) = { τ = B1B2…: Bk = Bk 或 Bk = B
－

k} ，

它是1个近齐次Cantor集，其中nk = 2，ck = 2 －lk ．直接
验证可知 δk = εk+1 = 2 －dk，故由定理 1知，其维数为

dimHL
loc ( σ) = lim

k→∞

k

∑
k

i = 1
li

= lim
k→∞

k
dk
．

推论 1 设 σ∈ Σ∞
2 是周期的且每个周期都是

由平衡块组成的，即 σ = ( B1B2…Bk )
∞，则 Lloc ( σ)

是 s( = k / t) 集，其中 t为词 B1B2…Bk 的长度．
证 维数结论是定理 2 的直接推论，这里给出

一个直接证明，同时此证明也表明 Hk/t ( Lloc ( σ) ) 正
有限．有限词 B1…Bk 的等价元共有 2k 个，分别记为

C1，C2，…，C2k ． 定 义 Σ∞
2 到 Σ∞

2 的 压 缩 函 数

Fi ( σ) = Ci* Sk ( σ) ，i = 1，2，…，2k ．直接验算可知

Lloc ( σ) =∪
2k

i = 1
Fi ( L

loc ( σ) ) ，

并且上式右端的并是不交的． 故迭代函数系统{ F1，

F2，…，F2k} 满足强分离条件，其吸引因子 Lloc ( σ) 是
1个 s集，由文献［12］知，此吸引因子的Hausdorff维

数 s满足∑
2k

i = 1
( 2 －t ) s = 1，即 dimHL

loc ( σ) = s = k / t．

注 2 在推论 1 的条件下，可以证明
Hs ( Lloc ( σ) ) = 1．

设 σ∈ σ*
2 ，记号 σn 表示 n个 σ相乘，即 σn =

σ × σ × … × σ．
定理 3 σ∈ Σ∞

2 ，则

0 ≤ dimHL
loc ( σ) ≤ 1 /2．

进一步，s∈［0，1 /2］，σ∈ Σ∞
2 ，使得

dimHL
loc ( σ) = s．

证 设σ∈ Σ∞
2 的零点集 Z( σ) = { d1，d2，…}

为无穷集，由定理2知，dimHL
loc ( σ) = lim

k→∞
k /dk ．因为

每个平衡块的长度至少为2，所以2k≤ dk，从而局部

水平集的维数不超过1 /2．当 s = 0时，取σ = ( σn =
1) ，则 #Lloc ( σ) = 2，故其 Hausdorff维数为 0．
当 s ＞ 0 时，由有理数在实数中稠密可知，存在

单调上升数列{ sn = pn /qn} ，2 ≤ pn，qn ∈ N +，使得

sn →s( n→∞ ) ，显然2pn≤ qn．取快速上升序列{ kn}

使得

lim
n→∞

∑
n

i = 1
piki

kn+1
= 0．

令 Bn = ( ( － 1，1) 2pn－1 ( － 1) qn－2pn+11qn－2pn+1 ) ，
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σ = Bk1
1 B

k2
2 …Bkn

n …，则由定理 2 可知，

dimHL
loc ( σ) = lim

k→∞

∑
n

i = 1
kipi

∑
n

i = 1
kiqi

= lim
n→∞

pn

qn
= s．
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The Local Level Sets of Takagi on Symbol Space

LIU Chun-tai
( School of Mathematics and Computer Science，Wuhan Polytechnic University，Wuhan Hubei 430023，China)

Abstract:With Moran set on symbol space，the Hausdorff dimension of the level sets and the local level set of Taka-
gi function f( σ) on the symbol space are discussed． Exact Hausdorff dimension of the local level set for any point in
symbol space is obtained． At last，the continuity of Hausdorff dimension on the local level sets is studied．
Key words: Takagi function; Hausdorff dimension; the local level set; Moran set
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