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摘要: 利用从复平面 C到无限维 Hilbert空间 E的无限维向量值亚纯函数的 Nevanlinna基本理论，对无限
维向量值亚纯函数的亏量进行了研究，建立了无限维向量值亚纯函数的亏量和与导函数零点的亏量之间

的关系，所得结论推广了关于有限维向量值亚纯函数的相关结果．
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0 引言

本文主要研究从复平面 C 到无限维 Hilbert 空
间 E的向量值亚纯函数的亏量问题．为方便计，先介
绍一些基本的记号．
设( E，〈·，·〉) 为无限维Hilbert空间，‖·‖是

由内积〈·，·〉诱导的 E 的范数． E 的元素通常被称
为向量，这些向量分别用字母 a，b，c表示，且 0 表示
E的零向量． ∞

∧

、∞、+∞ 分别表示为无穷向量、无穷
复数、无穷实数．下面给出关于向量值亚纯函数的一
些基本定义和记号［1-4］．

设 f( z) 是定义在 CR = { | z | ＜ R} ，0 ＜ R≤+

∞ ( 约定 C+∞ = C) 上而在无限维 Hilbert空间 E中
取值的向量值亚纯函数． 记 f( z) = ( f1 ( z) ，f2 ( z) ，
…，fk ( z) ，…) ，如果所有的 fj ( z) 都是全纯函数( 有
些 fj ( z) 是亚纯函数) ，则称向量值映射 f( z) 为全纯
( 亚纯) 函数． f( z) 的 j( j = 1，2，…) 阶导数定义为

f( j) ( z) = ( f( j)1 ( z) ，f
( j)
2 ( z) ，…，f

( j)
k ( z) ，…) ，

称 z0 为 f( z) 的零点，是指 f( z0 ) = 0( E中零元) ．称
z0 为 f( z) 的极点，如果 z0 至少为 f( z) 的某个分支的
极点．定义

V( r，∞
∧

，f) = V( r，f) = 1
2π∫Cr

log | r /ξ |·

Δlog‖f( ξ) ‖dx∧ dy，ξ = x + iy，

V( r，a) = V( r，a，f) = 1
2π∫Cr

log | r /ξ |·

Δlog‖f( ξ) － a‖dx∧ dy，ξ = x + iy，
m( r，f) = m( r，∞

∧

，f) =
1
2π∫

2π

0
log + ‖f( reiθ ) ‖dθ，

m( r，a) = m( r，a，f) =
1
2π∫

2π

0
log + 1

‖f( reiθ ) － a‖
dθ，

N( r，f) = n( 0，f) logr + ∫
r

0

n( t，f) － n( 0，f)
t dt，

N( r，∞
∧

) = n( 0，∞
∧

) logr + ∫
r

0

n( t，∞
∧

) － n( 0，∞
∧

)
t dt，

N( r，a) = n( 0，a) logr + ∫
r

0

n( t，a) － n( 0，a)
t dt，

其中 m( r，f) 为向量值 Nevanlinna逼近函数，n( r，f)
或 n( r，∞

∧

) 及 n( r，a，f) = n( r，a) 分别表示向量值
亚纯函数 f( z) 在圆 | z |≤ r内的极点个数和 a值点
的个数( 重点按重数计算) ．
设 f( z) : CR→E是定义在CR = { | z | ＜ R} ，0 ＜

R ≤+ ∞ 上的向量值亚纯函数，定义 f( z) 的
Nevanlinna特征函数为 T( r，f) = m( r，f) + N( r，f) ．
关于 Nevanlinna特征函数的性质，文献［2］证明了
T( r，f) 是变量 r的增函数和变量 logr的凸函数，并且
定义 f( z) 的上级λ( f) 与下级 μ( f) 分别为T( r，f) 的
上级与下级，即

λ( f) = lim
r→∞

suplogT( r，f) logr，



μ( f) = lim
r→∞

inflogT( r，f) logr．

若 λ( f) ＜ ∞，称 f( z) 为有穷级; λ( f) = ∞ 称
f( z) 为无穷级．
文献［4］证明了定义在 CR = { | z | ＜ R} ，0 ＜

R≤ + ∞ 上的向量值亚纯函数 f( z) 若不蜕化为有
理函数，则有

lim
r→∞

supT( r，f) logr = + ∞ ．

定义1 设 f( z) : CR→E是定义在CR = { | z | ＜
R} ，0 ＜ R≤+∞ 上的向量值亚纯函数，用 S( r，f) 表
示任何具有下列性质的量

S( r，f) = o( T( r，f) ) ，r→+ ∞ ．
如果 f( z) 为无限级向量值亚纯函数，则至多除

去 1个关于 r的线测度有限的集合，否则对任意 r都
成立．

1 相关结果

下面给出向量值亚纯函数的Nevanlinna第一基
本定理、对数导数引理．
定理 A 设 E为无穷维 Hilbert空间，f: CR→ E

为向量值亚纯函数，则对于0 ＜ r ＜ R，a∈E，f( z) ≠
a，有

T( r，f) = V( r，a) + N( r，a) + m( r，a) +
log‖Cq ( a) ‖ + ε( r，a) ，

其中 | ε( r，a) |≤ log + ‖a‖ + log2，ε( r，0) ≡0，如
果 f( 0) ≠ a且 z = 0不是 f( z) 的极点，则 Cq ( a) =
f( 0) － a，Cq ( a) 是 f( z) － a 在 z = 0 的邻域内的
Laurent展式的首项系数．
定理 B 设 E 为无穷维 Hilbert 空间，CR =

{ | z | ＜ R} ，0 ＜ R≤ ∞，f: CR → E为向量值亚纯函
数，且不蜕化为常向量函数，a是任意有限向量，则

1
2π∫

2π

0
log + ‖f '( reiθ ) ‖

‖f( reiθ ) － a‖
dθ = S( r，f) ，a∈ E．

定义2 设E为无穷维Hilbert空间，f: C→E为
向量值亚纯函数，且不蜕化为向量值有理函数，

a∈ E∪ { ∞∧ } ，记
δ( a) = δ( a，f) = lim

r→+∞
infm( r，a) T( r，f) =

1 － lim
r→+∞

sup V( r，a) + N( r，a)
T( r，f) ，

称 δ( a) 为 f( z) 在点 a处的亏量，显然 0≤ δ( a) ≤
1．如果 δ( a) ＞ 0，则称 a是 f( z) 的 1个亏值或亏向
量．如果 δ( a) = 1，则称 a是 f( z) 的1个满亏值或满
亏向量．

特别地，当 a = ∞
∧

时，

δ( ∞
∧

) = lim
r→+∞

infm( r，f)T( r，f) = 1 － lim
r→+∞

sup N( r，f)T( r，f) ．

对于圆环内的亚纯函数，文献［5］定义并研究
了拟亏量，仿文献［5］可定义向量值亚纯函数的拟
亏量．文献［6-7］研究了亚纯函数及其导函数的亏
量的关系，最近，I． Lahiri［8］ 研究了有限维向量值亚
纯函数［9-10］ 及其导函数的亏量之间的关系，证明了

如下定理．
定理 C 假设 f( z) = ( f1 ( z) ，f2 ( z) ，…，fn ( z) )

是定义在复平面到有限维欧氏空间 Cn 的有穷级向

量值超越整函数，则有

∑
a∈Cn

δ( a) ≤ δ( 0，f ') ．

2 主要结果

自然地，如果定理 C 中的向量值亚纯函数 f( z)
在无限维 Hilbert空间 E中取值时，是否存在类似的
结果?本文主要讨论这一问题并得到下面定理．
定理1 设E为无穷维Hilbert空间，f: C→E为

有限级向量值亚纯函数，且不蜕化为向量值有理函

数．若 δ( ∞
∧

) = 1，则有

∑
a∈E

δ( a) ≤ δ( 0，f ') ．

定理 1 仅研究了有限级向量值亚纯函数的亏量
问题，一个自然的问题是: 无限级向量值亚纯函数是

否有相似的结果?这里不详细讨论，只提供一个思

路，可以借助迭代级［11-12］或无限级型函数［13-14］予以

讨论．下面给出定理 1 的证明．
证 对 E中任意 q( ≥2) 个向量 a j ( 1≤ j≤ q)

作辅助函数

F( z) = ∑
q

j = 1

1
‖f( z) － a j‖

，

对于 0 ＜ r ＜ R，便得
1
2π∫

2π

0
log + F( reiθ ) dθ =

1
2π∫

2π

0
log + F( reiθ ) ‖f '( reiθ ) ‖ 1

‖f '( reiθ ){ }‖ dθ≤

1
2π∫

2π

0
log + 1

‖f '( reiθ ) ‖
dθ +

1
2π∫

2π

0
log + { F( reiθ ) ‖f '( reiθ ) ‖} dθ =

m( r，0，f ') + 1
2π∫

2π

0
log + { F( reiθ ) ‖f '( reiθ ) ‖} dθ．

( 1)
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令 δ = min
i≠j
‖ai － a j‖，对于 r 的固定值，记

Aj ( j = 1，2，…，q) 为 | z | = r上的集合，使得

‖f( z) － a j‖ ＜ δ
2q( ≤

δ
4 因 q≥ 2) ．

当 v≠ j，z∈ Aj 时，

‖f( z) － aν‖≥‖a j － aν‖ －‖f( z) － a j‖ ＞
δ － δ /2q≥ 3δ /4( 因 q≥ 2) ，
所以这样的 Aj 或者是空集，或者任意 2 个这样的集
合的交是空集，即 Ai ∩ Aj = ( i≠ j) ．在任何情况

下都有

1
2π∫

2π

0
log + F( reiθ ) dθ≥

1
2π∑

q

v = 1
∫‖f( z) －av‖ ＜ δ /2q，| z| = r

log + F( reiθ ) dθ≥

1
2π∑

q

v = 1
∫‖f( z) －av‖ ＜ δ /2q，| z| = r

log + 1
‖f( reiθ ) － av‖

dθ，

由于

1
2π∑

q

v = 1
∫‖f( z) －av‖ ＜ δ /2q，| z| = r

log + 1
‖f( reiθ ) － av‖

dθ =

m( r，av) －
1
2π∑

q

v =1
∫‖f( z) －av‖≥δ/2q，| z| =rlog

+ 1
‖f( reiθ) － av‖

dθ≥

m( r，av ) － log + 2q /δ．
于是有

1
2π∫

2π

0
log + F( reiθ ) dθ≥∑

q

v = 1
m( r，av ) － qlog + 2q /δ．

再由( 1) 式得

m( r，0，f ') ≥∑
q

v = 1
m( r，av ) －

1
2π∫

2π

0
log + { F( reiθ ) ‖f '( reiθ ) ‖} dθ －

qlog + 2q /δ，
因为 f( z) 为非常向量函数，所以 f '( z) 不蜕化为零
向量函数，将 f '( z) 应用于定理A( 此时 a = 0) 并结
合定理 B，得

T( r，f ') = V( r，0，f ') + N( r，0，f ') +
m( r，0，f ') + O( 1) ．

所以

∑
q

v = 1
m( r，av ) + N( r，0，f ') + V( r，0，f ') ≤

T( r，f ') + S( r，f) ．
上式两边同时除以 T( r，f ') 并取极限得

N( r，0，f ') + V( r，0，f ')
T( r，f ') + T( r，f)

T( r，f ')

(
·

∑
q

v = 1
m( r，av )

T( r，f) － o( 1 )) ≤ 1，r→+ ∞ ．

另一方面，

T( r，f ') = m( r，f ') + N( r，f ') ≤

m( r，f) + N( r，f ') + 1
2π∫

2π

0
log + ‖f '( reiθ ) ‖

‖f( reiθ ) ‖
dθ≤

m( r，f) + N( r，f) + N( r，f) +
1
2π∫

2π

0
log + ‖f '( reiθ ) ‖

‖f( reiθ ) ‖
dθ≤

T( r，f) + N( r，f) + S( r，f) ．
所以

lim
r→+∞

sup T( r，f ')
T( r，f) ≤ 2 － δ( ∞

∧

) ．

因此

1 ≥ lim
r→+∞ [sup N( r，0，f ') + V( r，0，f ')

T( r，f ') +

T( r，f)
T( r，f ' () ∑

q

j = 1
m( r，av )

T( r，f) － o( 1 ) ]) ≥

lim
r→+∞

sup N( r，0，f ') + V( r，0，f ')
T( r，f ') +

lim
r→+∞

inf T( r，f)
T( r，f ' () ∑

q

j = 1
m( r，av )

T( r，f) － o( 1 )) ≥
lim
r→+∞

sup N( r，0，f ') + V( r，0，f ')
T( r，f ') +

lim
r→+∞

inf T( r，f)
T( r，f ') limr→+∞

inf
∑

q

j = 1
m( r，av )

T( r，f) ≥

lim
r→+∞

sup N( r，0，f ') + V( r，0，f ')
T( r，f ') +

∑
q

j = 1
δ( a j )

2 － δ( ∞
^
)
．

又因为 δ( ∞
∧

) = 1，所以

∑
q

j = 1
δ( a j ) ≤ 1 － lim

r→+∞
sup N( r，0，f ') + V( r，0，f ')

T( r，f ') =

δ( 0，f ') ，
上式q≥ 2 成立，所以

∑
a∈E

δ( a) ≤

1 － lim
r→+∞

sup N( r，0，f ') + V( r，0，f ')
T( r，f ') = δ( 0，f ') ．

定理 1 证毕．
由定理 A，立即可得如下推论．
推论1 设E为无穷维Hilbert空间，f: C→E为

有限级向量值亚纯函数，且不蜕化为向量值有理函

数．若 δ( ∞
∧

) = 1，且 f( z) 至少有1个有限的亏值，则
零向量是 f '( z) 的亏向量．
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推论2 设E为无穷维Hilbert空间，f: C→E为
有限级具有最大亏量和的向量值亚纯函数，且不蜕

化为向量值有理函数．若 δ( ∞
∧

) = 1，则 δ( 0，f ') =
1，即零向量是 f '( z) 的满亏向量．
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Deficiency of Vector Valued Meromorphic Function

WU Jia1，WU fen2，CHEN Yu-xian3*
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2． School of Mathematics，South China Normal University，Guangzhou Guangdong 510631，China;
3． School of Mathematics and Computer Science，Xinyu University，Xinyu Jiangxi 338004，China)

Abstract: The Nevanlinna theory of infinite dimensional vector-valued meromorphic functions from the complex
plane C to infinite dimensional Hilbert space E is introduced，and the deficiency of infinite dimensional vector-val-
ued meromorphic functions is studied． The relation between the deficiency sum of infinite dimensional vector-valued
meromorphic functions and that of the deficiency of zero point of derivative functions is established． The results a-
bout finite dimensional vector-valued meromorphic functions have been extended．
Key words: meromorphic function; Nevanlinna basic theorem; deficient relation; deficient number
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