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局部超线性常微分 p-Laplacian系统的多重周期解
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摘要: 利用临界点理论研究常微分 p-Laplacian方程周期解的存在性，在比 Ambrosetti-Rabinowitz条件更弱
的超线性条件下，得到了多重周期解存在的充分条件．
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0 引言

考虑非自治常 p-Laplacian系统

－ d
dt ( u·( t) p－2u·( t) ) = !F( t，u( t) ) ，

a． e． t∈［0，T］，

u( 0) － u( T) = u·( 0) － u·( T) = 0
{

，

( 1)

其中 p ＞ 1，T ＞ 0，F: ［0，T］× RN → R满足
( A) x∈RN，F( t，x) 可测; 对 a． e． t∈［0，T］，

F( t，x) 连续可微;且a∈ C( R+，R+ ) ，b∈ L1 ( 0，T;
R + ) 使得

F( t，x) ≤ a( x ) b( t) ;

!F( t，x) ≤ a( x ) b( t) ．

近年来，许多文献对问题( 1) 的周期解进行了
研究［1-6］．当 p = 2时，在 P． Rabinowitz给出的超线性
条件( AR) :μ ＞ 2，M ＞ 0，使得

0 ＜ μF( t，x) ≤ ( !F( t，x) ，x) ，
对所有 x ≥ M和 t∈［0，T］成立．

( AR) 条件的作用是保证问题( 1) 对应的能量
泛函的所有( PS) 序列是有界的，这对变分方法是十
分重要的，条件( AR) 可以推出非线性项!F( t，u)
是超线性的，但是很多超线性函数并不满足条件

( AR) ，如 F( t，u) = sint u 5 /2 + u 2 ln［( 1 +

u 2 ) /4］．文献［7-8］将条件( AR) 推广为更广泛的

超线性条件 lim
u →∞

F( t，u) / u 2 = + ∞，对 t ∈［0，

T］一致成立．当 p不恒等于2时，本文假设非线性项
满足局部超线性条件: lim

u →∞
F( t，u) / u p = + ∞，

对 t∈ E一致成立，其中 E 为［0，T］的 1 个正测度
子集．
本文将利用临界点理论［9］ 研究问题( 1) 多重

周期解的存在性．方法为将这类系统的周期解转化
为定义在 1 个适当空间上泛函的临界点，然后利用
临界点理论中的对称山路定理建立了此类系统多重

周期解的存在性定理．

1 准备知识

记 W1，p
T = { u: ［0，T］→ RN 在［0，T］上绝对连

续，u( 0) = u( T) ，u·∈ Lp ( 0，T; RN ) } ，其范数为

‖u‖ = ∫
T

0
u· pdt + ∫

T

0
| u | pd( )t 1 / p

．

u∈ W1，p
T ，设

u－ = 1
T ∫

T

0
u( t) dt，u～ ( t) = u( t) － u－，

W
～ 1，p

T = u∈ W1，p
T ∫

T

0
u( t) dt ={ }0 ，

则存在常数 Cp ＞ 0，使得对所有 u∈ W
～ 1，p

T ，有

‖u‖Lp = ∫
T

0
u( t) d( )t 1 / p

≤ Cp ‖u·‖Lp ． ( 2)

在 Sobolev空间 W1，p
T 上定义泛函 φ如下:

φ( u) = 1
p ∫

T

0
u·( t) pdt － ∫

T

0
F( t，u( t) ) dt，



从而 φ连续可微，且

〈φ'( u) ，v〉= ∫
T

0
( u·( t) p－2u·( t) ，v·( t) ) dt －

∫
T

0
( !F( t，u( t) ) ，v( t) ) dt，u，v∈ W1，p

T ，

则 u∈ W1，p
T 是问题( 1) 的周期解当且仅当 u是泛函

φ的临界点．
命题 1( 对称山路定理) 设 E 为实 Banach 空

间，E = VX，其中 dimV ＜ + ∞ ．令 φ∈C1 ( X，R) ，
φ( 0) = 0，φ( － u) = φ( u) ，且
( ⅰ) 存在常数 ρ，α ＞ 0，使得 φ Bρ∩X ≥ α;

( ⅱ) 存在 E的子空间 W及常数 M ＞ 0，dimV ＜
dimW ＜ + ∞，有max

u∈W
φ( u) ＜ M;

( ⅲ) 泛函 φ满足
( C) 对于任意序列{ un} ，如果 φ( un ) 有界，且

lim
n→∞
( 1 + ‖un‖) ‖φ'( un ) ‖ = 0，则{ un} 有一个收

敛的子列［10］，

则泛函 φ至少有 dimW － dimV对非平凡临界点．

2 主要结果

记 F～ ( t，u) = ( !F( t，u) ，u) / p － F( t，u) ，假设
( H1) E 为［0，T］的 1 个正测度子集，使得

lim
u →∞

F( t，u) / u p = + ∞ 对 t ∈ E 一致成立，且

h∈L1 ( 0，T) ，有F( t，u) ≥－ h( t) ，对所有 u∈RN

和 t∈［0，T］成立;
( H2) 存在常数 L ＞ 0，C1 ＞ 0，当 u ≥ L时，有

F～ ( t，u) ≥ C1 u p ;

( H3) 存在常数 L ＞ 0，C2 ＞ 0，当 u ≥ L时，

( !F( t，u) / u p－1 ) σ ≤ C2F
～
( t，u) ;

其中 1 /σ + 1 /σ' = 1，1 ＜ σ' ＜ + ∞ ;
( H4) F满足 lim

u →0
F( t，u) / u p = 0，对 t∈［0，

T］一致成立;
( H5) F( t，u) 关于 u是偶函数，即 F( t，－ u) =

F( t，u) 且 F( t，0) = 0．
定理1 假设( H1) ～ ( H5) 成立，则n∈N，

问题( 1) 在 Sobolev空间W1，p
T 中至少有 2n个非平凡

周期解．
证 ( i) 先证泛函 φ满足条件( C) ，即 { un} 

W1，p
T ，由 φ( un ) 有界和( 1 + ‖un‖) ‖φ'( un ) ‖ →

0( n→ ∞ ) 可得{ un} 有收敛子列．

设{ un} W1，p
T 使得 φ( un) 有界和( 1 +‖un‖)·

‖φ'( un ) ‖→0( n→∞ ) ，则存在常数 C3 ＞ 0，使得

φ( un ) ≤ C3，( 1 + ‖un‖) ‖φ'( un ) ‖≤ C3 ( 3)

对一切自然数 n成立．
首先证明{ un} 在W1，p

T ( Ω) 中有界．由假设( H2)
和条件( A) 知，存在常数 C4 ＞ 0，使得

F～ ( t，u) = 1
p ( !F( t，u) ，u) － F( t，u) ≥

C1 u p － C4 ( 4)

对所有 u∈ RN 和 t∈［0，T］成立．由( 3) ～ ( 4) 式
得

p + 1
p C3 ≥ φ( un ) －

1
p〈φ( un ) ，un〉=

1
p ∫

T

0
( !F( t，un ) ，un ) dt － ∫

T

0
F( t，un ) dt≥

C1∫
T

0
un

pdt － C4T，

从而

∫
T

0
un

p

dt≤ C5 ． ( 5)

若{ un} 在 W1，p
T ( Ω) 中无界，反设当 n→ ∞ 时，

‖un‖→ ∞ ．令 vn = un /‖un‖，则‖υn‖ = 1．由
( 5) 式得

∫
T

0
vn

pdt = 1
‖un‖

p∫
T

0
un

pdt≤

C5 / ‖un‖
p → 0( n→ ∞ ) ， ( 6)

由( 6) 式和内插不等式得

∫
T

0
vn

sdt≤ ∫
T

0
vn

rd( )t ( 1－θ) s ∫
T

0
vn

pd( )t θs
→

0( n→ ∞ ) ， ( 7)
其中 1 / s = θ / p + ( 1 － θ) / r，p≤ r≤ s≤∞ ．由( 5)
式得

〈φ'( un ) ，un〉= ∫
T

0
u·n

pdt － ∫
T

0
( !F( t，un ) ，un ) dt =

∫
T

0
u·n

pdt + ∫
T

0
un

pdt － ∫
T

0
( !F( t，un ) ，un ) dt －

∫
T

0
un

pdt≥‖un‖
p 1 － ∫

T

0

( !F( t，un) ，un)

‖un‖
p d( )t － C5 ．

当 n充分大时，由( 3) 式知，

1 － ∫
T

0

( !F( t，un ) ，un )

‖un‖
p dt = o( 1) ， ( 8)

从而由假设( H3) 和( 3) 式得
( !F( t，un ) / un

p－1 ) σ ≤ C2F
～
( t，un ) =

C2［φ( un ) －〈φ'( un ) ，un〉/ p］≤ C6 ． ( 9)
又设 1 /σ + 1 /σ' = 1，p ＜ σ'p ＜ + ∞，由( 7)

式，( 9) 式和内插不等式得
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∫
T

0

( !F( t，un ) ，un )

‖un‖
p dt ≤∫

T

0

!F( t，un )

un
p－1 vn

pdt≤

∫
T

0

!F( t，un )

un
p－( )1

σ

d[ ]t
1 /σ

∫
T

0
vn

pσ'd( )t 1 /σ'
≤

C6
1 /σ T 1 /σ ∫

T

0
vn

pσ'd( )t 1 /σ'
→ 0( n→ ∞ ) ，

从而 1 = o( 1) ，这与( 8) 式矛盾．故{ un} 在 W1，p
T 中

有界．注意到W1，p
T 紧嵌入C( ［0，T］; RN ) 和W1，p

T 的一

致凸性，由文献［3］知，{ un} 有收敛子列，故泛函 φ
满足条件( C) ．
( ii) 验证命题 1 中( i) 和( ii) 成立．
由条件( H4) 知，ε ＞ 0，δ ＞ 0，使得

F( t，x) ≤ ε x p ( 10)

对所有 x ≤ δ和 t∈［0，T］成立．故当 x ≤ δ时，

由( 2) 式和( 10) 式知，对 u∈ X = W
～ 1，p

T 有

φ( u) = 1
p ∫

T

0
u·( t) pdt － ∫

T

0
F( t，u( t) ) dt≥

1
p ∫

T

0
u·( t) pdt － ε ∫

T

0
u

p

dt =

1
2p ∫

T

0
u·( t) pdt + 1

2p ∫
T

0
u·( t) pdt － ε ∫

T

0
u( t)

p

dt≥

1
2pCp
∫
T

0
u( t) pdt + 1

2p ∫
T

0
u·( t) pdt － ε∫

T

0
u( t)

p

dt =

1
2pCp

－( )ε ∫
T

0
u( t) pdt + 1

2p ∫
T

0
u·( t) pdt≥

min 1
2pCp

－( )ε ，12{ }p ∫
T

0
u·( t) pdt + ∫

T

0
u( t) pd( )t =

min 1
2pCp

－( )ε ，12{ }p ‖u‖p，

令 ε充分小，取 1 ( 2pCp ) － ε ＞ 0，当 ‖u‖ → ∞
时，有 φ( u) →+ ∞ ． 故存在常数 ρ，α ＞ 0，使得
φ Bρ∩X ≥ α．

另一方面，记 E 为［0，T］的 1 个正测度子集
B( θ，ρ) 表示以 θ为中心，以 ρ半径的球．取 x0∈E和
r0 ＞ 0 使得
B( x0，r0 ) ［0，T］，0 ＜ B( x0，r0 ) ∩ E ＜ E /2，

首先取 v1 ∈ C∞
0 ( ［0，T］，R

N ) 满足 supp( v1 ) =
B( x0，r0 ) ，令

E1 = E \［B( x0，r0 ) ∩ E］ E
∧

= ［0，T］\ B( x0，r0 ) ，

使得

E1 ＞ E 2 ＞ 0，

选取 x1 ∈ E1 和 r1 ＞ 0 使得

B( x1，r1 )  E
∧
，0 ＜ B( x1，r1 ) ∩ E1 ＜

E1

2 ，

取 v2∈C∞
0 ( ［0，T］，R

N ) 满足 supp( v2 ) = B( x1，r1 ) ．
经过有限次步骤，m∈ N，可以选取{ vj} ，使得

vj∈ C∞
0 ( ［0，T］，R

N ) ，suppvi∩ suppvj = ( i≠ j) ，

supp( vj ) ∩ E ＞ 0，i，j∈ 1，2，…，m，

则W = span{ v1，v2，…，vm} 为W1，p
T 的m维子空间，且

∫E v Pdx ＞ 0，v∈ W \ { 0} ．

因为

max
W \{ 0}

φ( u) = max
s ＞0，v∈W，‖v·‖Lp =1

sp 1
p － 1

sp ∫
T

0
F( t，sv) d( ){ }t ，

要证明该结论成立，只需证明，对 v∈W，‖v·‖Lp = 1
有

lim
s→∞

1
sp ∫

T

0
F( t，sv) dt ＞ 1

p ， ( 11)

由条件( A) 和假设( H1) 知，存在常数 L ＞ 0，C7 ＞
0，使得

F( t，u) ≥ L u p － C7 ( 12)

对所有 u∈RN和 t∈E成立，由( 12) 式和假设( H1)
可知 ，

∫
T

0
F( t，sv) dt = ∫EF( t，sv) dt + ∫［0，T］\EF( t，sv) dt≥

Lsp∫E v pdt － C7μ( E) － ∫［0，T］\Eh( t) dt≥
Lsp∫E v pdt － C7μ( E) － ∫

T

0
h( t) dt，

其中 μ( E) 表示空间 E的测度．因此

lim
s→∞

1
sp ∫

T

0
F( t，sv) dt≥ Lr，

r = min ∫E v pdt: v∈ W，‖v·‖Lp ={ }1 ．

取 L ＞ 1 / ( rp) ，则( 11) 式成立． 故 m ∈ N，存在
W1，p

T 的 m维子空间 W及常数 M ＞ 0，有
max

u∈W \ { 0}
φ( u) ＜ M．

( iii) 首先由假设 ( H4) 知，u ∈ W1，p
T ，有

φ( u) = φ( － u) ，取

W1，p
T = V X，X = W

～ 1，p
T ，V = RN，dimV = 1，

由 m的任意性，可取
m = n + 1，dimW = m，
dimV ＜ dimW ＜ + ∞，

dimW － dimV = m － 1 = n + 1 － 1 = n．
因此，由命题1知，n∈N，泛函φ至少有2n个

非平凡临界点，从而问题( 1) 至少有 2n个非平凡周
期解．
注 1 当 p = 2，E =［0，T］时，存在超线性函数

242 江西师范大学学报( 自然科学版) 2013 年



满足假设( H1) ～ ( H4) ，但不能满足条件( AR) ; 另
一方面，由条件( AR) 可以推出假设( H1) ～ ( H4)
成立．在文献［11］中假设非线性项在无穷远处关于
x是超线性增长的，定理 1 将文献［11］中的超线性
条件推广到局部超线性条件，即非线性项是超线性

的，但只需在［0，T］的 1 个正测度子集上成立．
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Multiplicity of Periodic Solutions for Ordinary p-Laplacian
Systems with Local Superlinear Nonlinearity

ZHANG Shen-gui
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Abstract: The existence of infinitely many solutions for ordinary p-Laplacian systems is studied by critical point the-
ory． Under a condition weaker than Ambrosetti-Rabinowitz’s superlinear condition，some sufficient conditions for the
existence of infinitely many solutions are obtained．
Key words: ordinary p-Laplacian systems; local superlinear; critical point
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