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压缩真空态通过分束器后的纠缠和统计性质
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摘要: 基于相空间方法，研究了压缩真空态通过分束器后的纠缠和统计性质．采用对数负值的判据，研究
输出光场的纠缠属性．结果表明: 对称平衡分束器输出光场纠缠量最大，且纠缠量随压缩参数的增大而增
大．另外，还通过 Wigner-Weyl规则，研究单端输出光场的一些统计性质．结果发现: 调节输入光场和分束
器参数，输出光场展现不同的非经典性．
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0 引言

压缩光场是量子光学中的一种非常重要的非经

典光场，该场的一个正交分量的起伏比相干态下相

应的起伏小，即被压缩，相应另一个正交分量的起伏

变得更大［1-2］． 利用这一特征，压缩态在光通讯、微
弱信号检测、高精度干涉测量、引力波探测等方面都
有重要的应用［3-5］． 在实验上已有多种方法成功地
制备了压缩态，如二次谐波、四波混频、参量下转换
等．此外，压缩态在量子信息处理中已得到了广泛应
用，如利用双模压缩真空态实现量子态的远程传

输［6-8］与量子稠密编码［9］． 由于压缩态得到越来越
广泛的应用，对于压缩态的研究成为量子光学领域

的课题之一．另一方面，人们越来越意识到连续变量
量子纠缠在量子信息领域的重要作用［10-12］． 为此，
人们提出了大量方案制备量子纠缠态．其中，量子分
束器是一种简单的线性光学器件，它在制备量子纠

缠态方面具有独特优势． M． S． Kim 小组研究发现分
束器的输入光场的非经典性是分束器产生纠缠的一

个必要条件，得到了分束器纠缠定理［13］． 接着，
Wang Xianbin 在薛定谔表象中证明了 M． S． Kim 的
分束器纠缠定理［14］． 最近，S． C． Springer 等又证明
了分束器的输出态具有普遍的关联性［15］． Nha 小组
也提出了利用 2 个分立的输入光场通过分束器产生
纠缠的实验方案［16］．

本文将采用对数负值( logarithmic negativity) 的
判据［17-18］研究压缩真空态通过分束器后的输出光

场的纠缠性质，以及研究单端口输出光场的量子统

计性质，包括 Wigner函数，平均光子数，以及亚泊松
分布等． 将基于相空间方法［19-20］，从输入输出角
度［21］分析考虑到量子光场经过分束器的过程．首先
推导出输入光场的 Wigner函数，再通过分束器的经
典输入输出关系，推导输出光场的 Wigner 函数． 由
于输出光场的 Wigner 函数加载了输入光场和分束
器相关参数有关的信息，根据该输出 Wigner 函数，
可以方便分析输出光场的纠缠和统计性质受到输入

光场和分束器参数的影响．

1 基本模型和理论

这里首先介绍一下光场经过分束器的输入输出

理论，并推导输出 Wigner 函数，为研究输出光场的
纠缠和统计性质奠定基础．

1． 1 光场经过分束器的输入输出理论

一些常见的干涉装置，例如分束器，马赫-曾特
尔( Mach-Zehnder) 干涉仪等，通常可以看作为一个
具有 2 个输入和 2 个输出端口的四端设备，如图 1
所示．图 2 中 ai，bi，ao，bo 分别表示干涉装置 4 个端
口所对应光场的湮灭算符．在量子光学领域，Wigner
函数是量子相空间理论中最重要的组成部分，它既

是相空间理论的基础，也是实际应用中主要的工具



之一［22-23］．为此，采用相空间Wigner函数方法，从输
入输出角度分析这类相关问题［24-25］．

图 1 四端干涉装置示意图．

图 2 压缩真空态通过分束器的示意装置

假定从 2个输入端 ai和 bi分别输入光场 ρ1和 ρ2，
输入Wigner函数Win( α; β) 可以表达为

Win( αi ; βi ) = Wρ1( αi ) Wρ2( βi ) ， ( 1)
其中Wρ1( αi ) 与 Wρ2( βi ) 分别为光场 ρ1和 ρ2的Wigner
函数．通过量子力学和量子光学相关知识找出经典变
换关系后，那么输出Wigner函数就可以用输入Wigner
函数的形式表达为

Wout ( αo ; βo ) = Win( αi ( αo ; βo ) ; βi ( αo ; βo ) ) ， ( 2)
其中 αi，βi，αo和 βo分别对应 ai，bi，ao和 bo模光场的幅
度( 如图 2所示) ．以光学分束器为例，光场通过该装置
的输入输出关系如图 2所示．在量子光学中，分束器输
入输出光场的量子变换关系为

ao

b( )
o

= MBS

ai

b( )
i

， ( 3)

其中MBS 为分束器的变换矩阵

MBS = cos θ sin θ
－ sin θ cos( )θ ， ( 4)

cos2θ表示分束器的透射率．这里需要说明的是，已经假
定反射和透射光场的相位差为 0，并令 θ在［0，2π］内
取值．
用经典复数取代量子算符( a→ α，b→ β) ，从( 3)

式可以得到经典输入输出变换关系为

αi = αocos θ － βosin θ，
βi = αosin θ + βocos θ， ( 5)

这样，只要知道初始输入Wigner函数，利用经典变换关
系就可以表达出输出Wigner函数．

1．2 压缩真空态经过分束器的输入输出Wigner函数

压缩真空态 S( r) 〉，其显解形式为

S( r) 〉= cosh －1 /2 rexp tanh r
2 a[ ]2 〉， ( 6)

这里 S( r) = exp［r( a2 － a2 ) /2］为压缩算符，其中
a 和 a 为别表示光场的湮灭和产生算符，且

［a，a］ = 1，为方便后面讨论，这里压缩参数 r 取实
数．单模光场 ρ在相干态表象下的 Wigner函数计算
公式为［26］

W( α) =
2e2 α 2

π
∫ d

2 z
π
〈－ z ρ z〉e －2( zα* －z* α) ，( 7)

其中 α = ( q + ip) / 槡2( q 为坐标值，p 为动量值) ，
z〉表示相干态．

根据( 7) 式，易得从 ai 端输入的压缩态真空态

S( r) 0〉的 Wigner函数为

WS( r) 〉 α( )
i = 2

π
e －2 αi 2cosh 2r－α2i sinh 2r－α* 2i sinh 2r，( 8)

以及从 bi 端输入的真空态 0〉的 Wigner函数为

W 〉( βi ) =
2
π
exp ( － 2 βi

2 ) ， ( 9)

这样输入 Wigner函数可以表达为
Wi ( αi，βi ) = WS( r) 〉( αi ) W 0〉( βi ) ． ( 10)
利用分束器的经典输入输出变换( 5) 式，最后

得出输出 Wigner函数为
Wo ( αo，βo ) =
4
π2 e

－2( cosh 2rcos2θ+sin2θ) | αo| 2－sinh 2rcos2θ( α2o +α*o 2)·

e －2( cosh 2rsin2θ+cos2θ) | βo| 2－sinh 2rsin2θ( β2o +β*o 2)·
e ( cosh 2r－1) sin 2θ( α*o βo+αoβ*o )·
esinh 2rsin 2θ( αoβo+α*o β*o ) ， ( 11)

从( 11) 式可以看出，输出光场也具有高斯型特点;
又由于 αoβo + α*

o β
*
o 以及 α*

o βo + αoβ
*
o 交叉项的存

在，意味着该输出量子态也具有纠缠的特点．利用输
出 Wigner 函数可方便研究输出端光场的纠缠和统
计性质．

2 输出光场的纠缠性质

2． 1 纠缠判据

量子纠缠的度量方案有很多种，其中一种常见

的用来表征双模高斯量子态纠缠属性的方案，就是

借助对数负值( logarithmic negativity) ，该量值可以
通过协方差矩阵计算得到的［27-28］．
对于双模高斯量子态 ρ，假定其协方差矩阵

Λ( 4 × 4 矩阵) 分块形式如下

Λ =
u w
wT( )v ， ( 12)

其中 u，v，w都是 2 × 2 矩阵，其矩阵元定义为

Λlm = 1
2〈ξ

^
lξ
^
m + ξ

^
mξ

^
l〉－〈ξ

^
l〉〈ξ

^
m〉 ( 13)

063 江西师范大学学报( 自然科学版) 2013 年



算符矢量为 ξ
^ = ( q^ 1 p^ 1 q^ 2 p^ 2 )

T，且

q^ 1 = ( a + a) 槡2，p
^
1 = ( a － a) (槡2i) ，

q^ 2 = ( b + b) 槡2，p
^
2 = ( b － b) (槡2i) ，( 14)

分别为对应各模的坐标和动量算符，并且〈〉≡
tr [ ]ρ ．定义对数负值 EN 为

EN = max［0，－ ln 2Nmin］， ( 15)
这里 Nmin = min［N +，N －］，且 N ± 为

N ± = Σ ± Σ2 － 4det槡 Λ
2槡 ， ( 16)

其中 Σ = detu + detv － 2detw．如果 EN ＞ 0，则双模
高斯态是纠缠的，否则是分立的; 也就是说，双模高

斯态纠缠的充要条件是 Nmin ＜ 1 /2，而当 NminN1 /2
时，则意味着双模高斯态是分立的．

2． 2 输出光场的纠缠分析

通过变量变换关系

αo = ( q1 + ip1 ) 槡2，βo = ( q2 + ip2 ) 槡2，( 17)
可以从( 11) 式的输出 Wigner函数形式直接推导出
如下关系式

W( χ) = 1
π2 det槡 Λ

exp － 1
2 χ

TΛ －1( )χ ，( 18)

其中 χ = ( q1 p1 q2 p2 ) T，相应的协方差矩阵
Λ为

Λ =

m 0 κ 0
0 n 0 
κ 0 m 0
0  0











n

， ( 19)

其中

m = cos2θe－2r 2 + sin2θ 2，
n = cos2θe2r 2 + sin2θ 2，

κ = sin 2θ( 1 － e－2r ) 4，

 = sin 2θ( 1 － e2r ) 4，

( 20)

易得 detΛ = 1 /16，以及

detu = detv = sin22θcosh 2r
8 + cos 4θ

16 + 3
16，

detw = sin22θ
8 － sin22θcosh 2r

8 ，

Σ = 1
2 ( cosh

2 r － sinh2 rcos 4θ) ． ( 21)

结合前面所阐述的理论，将( 21) 式代入( 16)
式，从而得到输出光场的对数负值 EN，绘制其示意

图如图 3 所示．

图 3 a为输出端对数负值的 2 维图，b为 3 维图

为直观展示纠缠的变化情况，在图 3 中绘制了
对数负值EN在不同压缩参量 r的情形下随参量 θ的
演化图形( 如图 3( a) 所示) ，并绘制了对数负值 EN

在( r，θ) 空间的 3 维图 3( b) ．显然，对数负值 EN 始

终为正值，意味着输出端光场态存在纠缠，且对数负

值随分束器调节参数 θ呈周期性变化，周期为 π /2．
对于特定的分束器调节参数 θ，压缩参数 r 越大，对
数负值 EN 越大，即压缩越大纠缠也越大; 而对于特

定的压缩参数 r，当 θ = π /4，3π /4时( 对称平衡分束
器) ，纠缠最大． 这些结果表明，对称平衡分束器输
出光场纠缠最大，且纠缠量随压缩参数的增大而增

大．这一结果与文献［27］的结论是一致的．

3 单端输出光场的量子统计属性

这一部分研究 ao 端光场的统计性质，其中包括

Wigner函数、平均光子数以及亚泊松参数． 根据量
子光学的相空间理论知识，通过 Wigner 函数 W( α)
可以方便计算出对称算符 Os ( a，a

 ) 的期望值，即

Wigner-Weyl规则［29］

〈Os ( a，a
 ) 〉= ∫Os ( α，α

* ) W( α) d2α* ，( 22)
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其中 Os ( α，α
* ) 是 Os ( a，a

 ) 的经典表示．

3． 1 Wigner函数

ao 端光场的密度算符 ρao 可以通过对输出端密

度算符 ρout 进行部分求迹获得，即 ρao = tr( ρout ) ．相
应地，在相空间理论中，ao端的Winger函数Wao ( αo )

则可由输出端 Wigner函数 Wo ( αo，βo ) 在 βo 平面内

积分得到，即

Wao ( αo ) = ∫Wo ( αo，βo ) d
2βo， ( 23)

将( 16) 式代入 ( 23) 式并积分，得到 ao 端光场

Wigner函数的解析表达式

Wao( αo ) =
4
π

1

槡J
exp ( A αo

2 + Bα2
o + Bα* 2

o ) ， ( 24)

其中

J = ( 2cosh 2rsin2θ + 2cos2θ) 2 －
4sin4θsinh22r， ( 25)

A = － ( 2cosh 2rcos2θ + 2sin2θ) + 2( cosh2r·
sin2θ + cos2θ) ( cosh 2r － 1) 2 sin22θ / J +
( 2cosh 2rsin2θ + 2cos2θ) sin22θsinh22r /J －

4( cosh 2r － 1) sin2θsin22θsinh22r /J， ( 26)
以及

B = － sinh2rcos2θ + 2( cosh2rsin2θ + cos2θ) ·
( cosh2r － 1) sin22θsinh2r /J － sin2θsin22θ·
sinh32r /J － ( cosh2r － 1) 2 sin2θsin22θ·
sinh2r /J． ( 27)

很明显，J，A，B与输入光场压缩参数 r和分束器
的调节参数 θ有关，说明 ao端光场的Wigner函数受
到输入光场和分束器参数的影响． 可以通过( 24)
式，验证几种特殊情形来． 特别地，当 θ = 0，π 时，
J→ 4，A →－ 2cosh 2r，B →－ sinh 2r，Wao ( αo ) →
WS( r) 〉( αo ) ，该情形对应的是全透射的情况; θ =
π /2，3π /2 时，J → 4，A →－ 2，B → 0，Wao ( αo ) →
W 〉( αo ) ，该情形对应的是反透射的情况．
为了更清楚地展示不同参数对 Wigner 分布函

数的影响，利用( 23) 式在相空间绘制了 Wigner 函
数的图形．图4画出了压缩参数 r = 1，分束器调节参
数 θ = 0，π /4，π /2，3π /4，π，3π /2时 ao端口Wigner
函数 3 维图．各种情形下的 Wigner函数都呈现高斯
形态．图 5 画出了 θ = π /4 时，即对称平衡( 50 /50)
分束器时，压缩参量 r = 0． 5，1． 0，1． 5，2． 0时 ao端的

Wigner 函数． 可以明显看到，压缩参数 r 越大，
Wigner函数在某一方向压缩越显著．

3． 2 平均光子数

前面已经知道，输入的光场是压缩真空态

S( r) 〉和真空态 〉，根据压缩算符变换关系
S ( r) aS( r) = acosh r + asinh r，
S ( r) aS( r) = acosh r + asinh r． ( 28)
易得压缩态真空态 S( r) 〉的平均光子数为

〈a
i ai〉= 2 sinh2 r， ( 29)

以及真空态 〉的平均光子数为〈b
i bi〉= 0，即输入

端的总光子数为〈a
i ai〉+〈b

i bi〉= 2 sinh2 r．由于分
束器是一种有 2 个输入端口和 2 个输出端口的线性
无损耗光学装置，因此输入输出粒子数必定守恒，即

〈a
i ai〉+〈b

i bi〉=〈a
oao〉+〈b

o bo〉， ( 30)
为此，可以只计算 ao 端的平均光子数，其定义为

〈a
oao〉= tr( a

oaoρao ) ．由于
a
oao = ( a

oao ) s － 1 /2， ( 31)
基于相空间方法考虑，可以利用已知的 Wigner函数
Wao ( αo ) 直接计算( a


oao ) s 的期望值，其中(·) s 符号

表示算符的对称编序．根据 Wigner-Weyl规则得到
〈( a

oao ) s〉=

∫α*
o αoWao ( αo ) d

2αo =

4

槡J
d2

dxdy∫eA αo 2+xαo+yα*o +Bα2o +Bα* 2o
d2αo

π
| x，y = 0 =

4
J( A2 － 4B2槡 )

d2
dxdyexp

－ Axy + x2B + y2B
A2 － 4B( )2 | x，y =0 =

－ 4A
J A2 － 4B( )槡 2 3

， ( 32)

在以上计算中利用了积分公式

∫ d
2 z
π
exp ( ζ z 2 + ξz + ηz* + fz2 + gz* 2 ) =

1
ζ2 － 4槡 fg

exp － ζξη + ξ2g + η2 f
ζ2 － 4( )fg

， ( 33)

其收敛条件是 Re ( ξ ± f ± g) ＜ 0，Re ζ2 － 4fg
ξ( )± f ± g

＜

0．这样得到 ao 端光场的平均光子数为

〈a
oao〉= － 4A

J A2 － 4B( )槡 2 3
－ 1

2 ， ( 34)

该值同样与压缩参数 r和分束器的调节参数 θ有关．
特别地当 θ = π /2，3π /2 时，平均光子数〈a

oao〉=
0; θ = 0，π 时，平均光子数有最大值． 这是由于当
θ = π /2，3π /2时，ao端的透射率为0，即 ao端对应的

是真空态; 当 θ = 0，π时，ao 端的透射率为 1，即 ao

端对应的是压缩真空态． 图 6 绘制了在不同压缩参
数 r情形下，平均光子数随参量 θ的演化图形．从图
中我们可以清晰的看到，平均光子数随 θ 呈周期为
π的变化; 对于特定的 θ值，压缩参数 r越大，平均光
子数越大．
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图 4 当 r = 1，θ = 0，π /4，π /2，3π /4，π，3π /2 时 ao 端光场的 Wigner函数

3． 3 Mandel Q参数

光场的非经典性可以通过观察其是否具有次泊

松分布的特点来判断． 次泊松分布的特点可以借助
Mandel提出的 Q参数来表征，其定义为

Q =
〈a2

o a
2
o〉

〈a
oao〉

－〈a
oao〉， ( 35)

该参数反映了所考虑的光场与具有泊松分布特征的

相干态光场光子数分布偏离情况．当 Q = 0时，光场
为泊松分布，而当 Q ＞ 0( 或 Q ＜ 0) 时，则称光场具
有超( 或次) 泊松分布．接下来我们讨论 ao端光场的

Mandel Q参数，判断其非经典性．

由算符编序关系可知

a2
o a

2
o = ( a2

o a
2
o ) s － 2 ( a

oao ) s + 1 /2， ( 36)
根据 Wigner-Weyl规则，并仿照计算( 32) 式同样的
方法，有

〈( a2
o a

2
o ) s〉=

∫α* 2
o α2

oWao ( αo ) d
2αo =

4

槡J
d4

dx2dy2∫eA αo 2+xαo+yα*o +Bα2o +Bα* 2o
d2αo

π
| x，y = 0 =

4
J( A2 － 4B2槡 )

d4

dx2dy2
exp － Axy + x2B + y2B

A2 － 4B( )2 | x，y =0 =
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4( 2A6 － 12A4B2 + 64B6 )

J ( A2 － 4B2 )槡 9
， ( 37)

图 5 当 θ为 π /4，r分别取 0． 5，1，1． 5，2 时 αo 端光场的 Wigner函数

即有

〈a2
o a

2
o〉= 4( 2A6 － 12A4B2 + 64B6 )

J ( A2 － 4B2 )槡 9
+

8A
J ( A2 － 4B2 )槡 3

+ 1
2 ， ( 38)

将( 34) 和( 38) 式代入( 35) 式，可得 ao 端光场

的 Mandel Q参数．
特别地，当 θ = 0，π时，ao端光场退化为压缩真

空态 S( r) 〉，我们可以发现 Q → cosh2r，即压缩真
空态是超泊松分布的; 当 θ = π /2，3π /2 时，ao 端光

场退化为真空态 Q →－ 1，即真空态是次泊松分布
的． 图7( a) 绘制了不同 θ情形下，Q参数随 r的演化
图形．图 7( b) 是 Q参数在( r，θ) 空间的 3维图，Q参
数随 r呈周期性变化，且周期为 π，其展示了不同情
形下 ao 端光场的非经典性特点

［30］．

4 结论

本文以压缩真空态作为输入源，研究其通过分 图 6 αo 端光场平均光量子数
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图 7 图( a) 为 Q参数随参量 θ和 r变化的 2 维图，图( b) 为 3 维图

束器后的量子统计和纠缠特性． 这里我们主要用的

是相空间方法中的 Wigner函数来处理问题．利用输

出端的 Wigner函数方便地诱导出输出光场的协方

差矩阵，通过对数负值研究了输出端光场的纠缠性

质．结果表明，对称平衡分束器时输出光场纠缠量最

大，且此纠缠量随压缩参数的增大而增大． 另外，还

得到了单端输出光场的 Wigner 函数、平均光子数、

亚泊松分布的统计性质．研究发现，当调节输入光场

压缩参数 r 和分束器参数 θ，输出光场展现不同的

非经典性．通过分束器可以实现量子态工程，产生一

些具有特殊量子属性的非经典量子态．
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Entanglement and Statistical Properties of Squeezed
Vacuum State after an Beam Splitter

HU Peng，MA Shan-jun*

( College of Physics and Communication Electronics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Based on phase space method，we study entanglement and statistical properties of squeezed vacuum state
after an beam splitter． We adopt the criterion of logarithmic negativity to study the entanglement properties of the
output light field． The results show that the maximum entanglement is found for the symmetrical beam splitter and
the amount of entanglement increases with the squeezing parameter． In addition，we also use the Wigner-Weyl rules
to study the statistical properties of light field in one of the output ports． It is found that the nonclassicality of the
output field will change by adjusting the relative parameter of the input light field and the beam splitter．
Key words: squeezed vacuum state; beam splitter; entanglement; Wigner function
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