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非负矩阵 Hadamard积和 M矩阵 Fan积特征值的新界值

李 华
( 河南城建学院数理系，河南 平顶山 467044)

摘要: 把 2 个非负矩阵 Hadamard积谱半径以及 M矩阵的 Fan积的最小特征值的估计推广到多个矩阵，
得到新的界值估计式，数值算例表明所得的估计式在一定条件下比现有的估计式更为精确．
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0 引言

用 A ≥ 0( aij ≥ 0) 表示 A 是非负矩阵，用

Cn×n ( Rn×n ) 表示 n 阶复( 实) 矩阵集，矩阵 A =
( aij ) ∈Cn×n的 n个特征值λ1，λ2，…，λn组成的集合

为矩阵的谱，记为 σ( A) ．矩阵 A的 n个特征值的模
的最大值为矩阵的谱半径，记为 ρ( A) ． 由
Perron-Frobenius定理知，若矩阵 A 为非负矩阵，
ρ( A) ∈σ( A) ，且有非负特征向量 x与之对应，使得
满足 Ax = ρ( A) x．
对于 n 阶方阵 A，如果存在置换矩阵 P，使得

PTAP = B C
0( )D
，其中 B，D分别是 k，l阶方阵，k≥

1，l≥ 1，则称 A是可约的，否则称 A是不可约的．
定义 1［1］ 设 Zn×n = { A = ( aij ) ∈ Rn×n，aij≤

0，i≠ j，i，j = 1，2，…，n} ，则称 Zn×n中的矩阵 A为 Z
矩阵．
定义2 设A = ( aij ) ∈Zn×n，如果A = λI － B，

其中 B≥ 0，λ≥ ρ( B) ，则称矩阵 A为 M矩阵．如果
λ ＞ ρ( B) ，称矩阵 A为非奇异 M矩阵．设 M矩阵的
集合为 Mn×n．
定义 3 设 A∈ Zn×n，记 τ( A) = min

i
{ Re( λ) :

λ∈ σ( A) } ，称 τ( A) 为矩阵 A的最小特征值．
引理 1 设矩阵 A = ( aij ) ∈ Rn×n，xi ＞ 0，i =

1，2，…，n，则矩阵 A的所有特征值包含在 G( A) =

∪
n

i = 1
Gi ( A) 中，其中

Gi ( A) = z: z － aii ≤
1
xi
∑
j≠i

aij x{ }j ．

若矩阵 A是不可约的 Z矩阵，则存在正向量U，
V使得AU = τ( A) U，VTA = τ( A) V，其中U，V分别
称为 A的右 Perron特征向量和左 Perron特征向量．
设 A = ( aij ) ∈ Cn×n，B = ( bij ) ∈ Cn×n，称矩阵

C = A  B = ( aijbij ) 为矩阵 A与 B的Hadamard积．
令 r ＞ 0，记 A( r) = ( ar

ij ) ，称 A( r) 为矩阵 A 的 r 次
Hadamard幂．
设 A = ( aij ) ∈ Mn×n，B = ( bij ) ∈ Mn×n，称

C = A* B = ( cij ) =
aiibii， i = j
－ aijbij，i≠

{ j
为矩阵 A与 B的 Fan积．
记 A［r］ = ( dij ) ( r ＞ 0) 为矩阵 A的 r次 Fan幂，

其中当 i≠ j时，dij = － aij
r ; 当 i = j时，dii = ar

ii ．
本文在文献［1-10］的基础上分别给出 m 个矩

阵 Hadamard积的谱半径上界和 Fan 积最小特征值
下界估计的一个新结果，这些结果比文献［1-2］中
的经典结果更接近于 ρ( A  B) 的真实值，且包含文
献［4-5］中的结果．

1 主要结论

引理 2［11］ 设 x j = ( xj ( 1) ，…，xj ( n) )
T ≥ 0，

j∈{ 1，2，…，m} ，若 Pj ＞ 0，且∑
m

j = 1

1
Pj
≥ 1，则

∑
n

i = 1
∏
m

j = 1
xj ( i) ≤∏

m

j = 1
{∑

n

i = 1
［xj ( i) ］

Pj} 1 /Pj ．

引理 3 设 P为非负不可约矩阵，若存在不等



于 0 的非负向量 Z，使得 PZ≤ kZ，则 ρ( P) ≤ k．
定理 1 设 Ak 都为 n 阶非负矩阵，k ∈ { 1，2，

…，m} ，Pk ＞ 0，且∑
m

k = 1

1
Pk
≥ 1，则

ρ( A1  …  Am) ≤ max
1≤i≤n
{∏

m

k =1
Ak ( i，i) +∏

m

k =1
［ρ( A( Pk)k ) －

Ak ( i，i)
Pk］1 /Pk} ．

证 当 n = 1 时，定理 1 显然成立．
下面假设 n≥ 2．若 A1  …  Am 为非负不可约

矩阵，则 Ak 也不可约，k ∈ { 1，2，…，m} ，A
( Pk)
k 也不

可约．
设 u( Pk)k = ( uk ( 1)

Pk，…，uk ( n)
Pk ) ＞ 0是 A( Pk)k

的右Perron特征向量，令uk = ( uk ( 1) ，…，uk ( n) ) ＞ 0，
则i∈ N，有

A( Pk)k u( Pk)k = ρ( A( Pk)k ) u
( Pk)
k ，

Ak ( i，i)
Pkuk ( i)

Pk +∑
j≠i

Ak ( i，j)
Pkuk ( j)

Pk =

ρ( A( Pk)k ) uk ( i)
Pk，

即

∑
j≠i

Ak ( i，j)
Pkuk ( j)

Pk = ［ρ( A( Pk)k ) － Ak ( i，i)
Pk］·

uk ( i)
Pk ．
令 C = A1  …  Am，Z = u1  …  um = ( Z( 1) ，

…，Z( n) ) T ＞ 0，则 Z( i) = ∏
m

k = 1
uk ( i) ．因此有

( CZ) i = ∏
m

k = 1
Ak ( i，i) Z( i) +∑

j≠i
∏
m

k = 1
Ak ( i，j) Z( j) =

∏
m

k = 1
Ak ( i，i) Z( i) +∑

j≠i
∏
m

k = 1
Ak ( i，j) uk ( j) ≤

∏
m

k =1
Ak ( i，i) Z( i) +∏

m

k =
{

1
∑
j≠i
［Ak ( i，j) uk ( j) ］

P }k
1 /Pk

=

∏
m

k =1
Ak( i，i)Z( i) +∏

m

k =1
{［ρ(A( Pk)k ) －Ak( i，i)

Pk］uk( i)
Pk} 1/Pk =

{∏
m

k = 1
Ak ( i，i) +∏

m

k = 1
［ρ( A( Pk)k ) － Ak ( i，i)

Pk］
1
Pk} Z( i) ．

由引理 3 知，

ρ( A1  …  Am) ≤ max
1≤i≤n
{∏

m

k =1
Ak ( i，i) +∏

m

k =1
［ρ( A( Pk)k ) －

Ak ( i，i)
Pk］1 /Pk} ．
若A1  …  Am为非负可约矩阵，设D = ( dij ) 为

置换矩阵，其中 d12 = d23 = … = dn－1，n = dn1 = 1，其
余的 dij = 0，显然D是不可约矩阵，因此对任何正实
数 t，Ak + tD为非负不可约矩阵．既然矩阵的特征值
是矩阵元素的联系函数［12］，因此用 Ak + tD 分别代
替 Ak，让 t→ 0，由连续性可知上述结果仍然成立．
注 1 在定理 1 中，若令 m = 2，p1 = p2 = 1，

A1 = A = ( aij ) ，A2 = B = ( bij ) ，则

ρ( A  B) ≤ max
1≤i≤n
{ aiibii + ( ρ( A) － aii ) ( ρ( B) － bii ) }，

即此时定理 1 的结论是文献［4］中的结果．
注 2 在定理 1 中，若令 m = 2，p1 = p2 = 2，

A1 = A = ( aij ) ，A2 = B = ( bij ) ，则

ρ( A  B) ≤ max
1≤i≤n
{ aiibii + ［( ρ( A  A) － a2

ii ) ( ρ( B 

B) － b2ii) ］
1 /2 } ．

由于

［ρ( A  A) － a2
ii］［ρ( B  B) － b2ii］≤

［ ρ( A  A) ρ( B  B槡 ) － aiibii］
2，

则

aiibii + ［( ρ( A  A) － a2
ii ) ( ρ( B  B) － b2ii) ］

1 /2 ≤

ρ( A  A) ρ( B  B槡 ) ≤ ρ( A) ρ( B) ．
从而说明用定理1估计 ρ( A  B) 比用 ρ( A) ρ( B) 来
估计 ρ( A  B) 更为精确．
定理 2 设 Ak 都为 n阶M矩阵，k∈ { 1，2，…，

m} ，Pk ＞ 0，且∑
m

k = 1

1
Pk
≥ 1，则

τ( A1* …* Am ) ≥ min
1≤i≤ {n ∏

m

k = 1
Ak ( i，i) － ∏

m

k = 1
［Ak ( i，

i) Pk － τ( A［Pk］k ) ］
1 /P }k ．

证 当 n = 1 时，定理 1 显然成立．
下面假设 n≥2．若A1* …* Am为不可约矩阵，

则 Ak 不可约，k ∈ { 1，2，…，m} ，A
［Pk］
k 为不可约

矩阵．
设 v ( Pk)k = ( vk ( 1)

Pk，…，vk ( n)
Pk ) ＞ 0是 A［Pk］k

的 Perron 特征向量，令 vk = ( vk ( 1) ，…，vk ( n) ) ＞
0，则i，有 A［Pk］k v ( Pk)k = τ( A［Pk］k ) v

( Pk)
k ，即

∑
j≠i

Ak ( i，j)
Pk vk ( j) =［Ak ( i，i)

Pk － τ( A［Pk］k ) ］vk ( i) ．

令C = A1* …* Am，Z = v1  …  vm = ( Z( 1) ，

…，Z( n) ) T ＞ 0，则 Z( i) = ∏
m

k = 1
vk ( i) ．

设 τ( A1* …* Am ) = λ，由引理 1 知，i( 1 ≤
i≤ n) ，有

λ －∏
m

k =1
Ak ( i，i) ≤

1
Z( i)∑j≠i

∏
m

k =1
Ak ( i，i) Z( j) ，

即

λ ≥∏
m

k = 1
Ak ( i，i) －

1
Z( i)∑j≠i

∏
m

k = 1
Ak ( i，i) vk ( j) ≥

∏
m

k =1
Ak ( i，i) －

1
Z( i)∏

m

k =1
∑
j≠i
［ Ak ( i，j) vk ( j) ］

P{ }k 1 /Pk =

∏
m

k = 1
Ak ( i，i) －

1
Z( i)∏

m

k = 1
{ ［Ak ( i，i)

Pk － τ( A［Pk］k ) ］·

vk( i)
Pk} 1/Pk =∏

m

k =1
Ak( i，i) －∏

m

k =1
［Ak( i，i)

Pk － τ(A［Pk］k )］
1/Pk，
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则

τ( A1* …* Am) ≥ min
1≤i≤n
{∏

m

k =1
Ak ( i，i) －∏

m

k =1
［Ak ( i，i)

Pk －

τ( A［Pk］k ) ］
1 /Pk} ．

若 A1* …* Am 为可约矩阵，设 D = ( dij ) 为置

换矩阵，其中 d12 = d23 = … = dn－1，n = dn1 = 1，其余
的 dij = 0，显然D是不可约矩阵，因此对任何正实数
t，Ak － tD为不可约矩阵．既然矩阵的特征值是矩阵
元素的联系函数，因此用 Ak － tD 分别代替 Ak，让

t→0，由连续性可知上述结果仍然成立．

2 数值算例

例1 设矩阵A = 1 2( )3 8
，B = 5 6( )7 9

，估计矩阵

A  B的谱半径．结果如下:在文献［1］中，ρ( A  B) ≤
120． 900 0; 在文献［4］中，ρ( A  B) ≤75. 691 9; 在定
理 1 中，p1 = 2，p2 = 1，ρ( A  B) ≤ 75. 588 9．实际
上，ρ( A  B) = 75． 570 9．由此可知，定理1得到的结
果在一定程度上要比以前的结果好．
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The New Bounds on the Eigenvalues of the Hadamard Product of
Nonnegative Matrices and the Fan Product of M Matrices

LI Hua
( Department of Mathematics and Physics，Henan University of Urban Construction，Pingdingshan Henan 467044，China)

Abstract: A new upper bound of spectral radius of Hadamard product and a new bound for the minimum eigenvalue
of Fan product of more matrices are obtained on the basis of two matrices． Numerical examples show that these new
bounds are more accurate than several known estimating formulas．
Key words: nonnegative matrices; Hadamard product; spectral radius; M matrices; Fan product
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