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有色边动态网络的同步
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摘要: 根据数学中有色边图的概念提出有色边网络模型，该模型可以更好地描述和研究由大量相互作用
个体构成的大型复杂系统．基于 Lyapunov 稳定性理论，给出了有色边动态网络渐近同步的充分条件，并
给出了数值例子来验证所得的结论．
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0 引言

现实复杂系统大部分是由大量的相互作用或相

互影响的个体耦合而成，如社会网络是由相互影响

的个人构成的、神经网络是由相互作用的神经元构
成的、生态系统是由各种各样的物种构成的等，并展
现了整体大于部分之和的诸多特征，如同步和涌现

等．如何来更好地描述和研究此类复杂系统有着重
要的理论价值和现实意义，因而吸引了各个领域的

研究者们的关注．最近，很多网络模型陆续被提出用
以更好地描述现实系统，包括加权网络、有向网络、
随机网络、社团网络、时滞网络等，其中节点表示个
体，节点之间的连接边表示个体之间的相互作

用［1-9］．众所周知，网络个体之间的相互作用包括外
部耦合和内部耦合作用，外部耦合刻画了任意 2 个
个体之间是否有影响，而内部耦合则更详细地描述

了 2 个节点之间如何影响． 上述所提到的诸多网络
中，内部耦合都是假定为一样的，即在不考虑权重的

情况下，任意有影响的个体对之间的影响方式是一

样的．然而在现实复杂系统中，还存在着另一种影响
方式．比如，考虑一个由多人组成的社会网络，研究
这些人之间的社会关系，包括亲戚关系、同学关系及
科研合作关系．这里甲和乙两人可能只是亲戚关系，
甲和丙可能既是亲戚又是同学关系，而乙和丙可能

只是科研合作关系．也就是说，甲、乙、丙都是有相互
关系的，即他们之间的外部耦合是一样的，但他们之

间的具体关系是不一样的，即内部耦合矩阵不一样．
由于这类网络已不能被上述提到的网络模型较好地

描述，提出一种更为一般的网络模型是尤为必要的．
图论是研究复杂网络的有效工具并为复杂网络

的研究提供理论支持． 赋权图、有向图、随机图等都
已被广泛用于研究相应的网络模型，并取得了大量

有价值的成果［10-11］．为了更好地描述上述具有复杂
社会关系的社会网络，文献［12］根据有色图的概念
提出了有色网络模型． 有色网络由带颜色的点和边
构成，不同颜色的点用来表示个体的差异性，不同颜

色的边用来表示个体之间相互作用的差异性． 如果
一个网络中仅个体之间有差异性，即边是无色的，称

为有色点网络; 如果仅边是有色的，称为有色边网

络．比如，上述社会网络若仅考虑个人之间相互关系
的差异性，即为有色边网络，且甲、乙、丙 3 人之间边
的颜色是不同的．
同步是复杂动态网络中一类典型的群集行为，

并有着重要的潜在应用价值，如保密通讯、参数识别
等．文献［12］采用自适应控制和间歇控制方法将有
色网络同步到任意给定的轨道．另一方面，一个网络
能否通过调整耦合强度而不是施加外在控制实现网

络自身的同步，或者在什么条件下可以实现同步也

是一个非常有趣且值得研究的问题． 本文将基于上
述讨论，重点讨论有色边网络在没有施加外在控制

的情况下的同步问题，并根据 Lyapunov稳定性理论
给出实现网络同步的充分条件．



1 模型和预备知识

考虑由 N个节点构成的有色边网络模型，其状
态方程为

dxi ( t)
dt = f( xi ( t) ) + ε∑

N

j = 1，j≠i
aijHij ( xj ( t) －

xi ( t) ) ，i = 1，2，…，N， ( 1)
其中 xi ( t) = ( xi1 ( t) ，xi2 ( t) ，…，xin ( t) )

T∈Rn是节

点 i的状态变量，ε ＞ 0为耦合强度，f: Rn→ Rn表示

节点动力学． A = ( aij ) N×N 为外部耦合矩阵，其中如

果节点 i和 j( i≠ j) 之间存在连接边，则 aij = aji =
1; 否则 aij = aji = 0( i ≠ j) ． Hij = diag( h1

ij，h
2
ij，…，

hn
ij ) ∈Rn×n为内部耦合对角矩阵，其中如果节点 i和

j( i≠ j) 的第 k个分量相互影响，则 hk
ij = hk

ji = 1; 否
则 hk

ij = hk
ji = 0．

记 ckij = aijh
k
ij，i，j = 1，2，…，N( i ≠ j) ，ckii =

－ ∑
N

j = 1，j≠i
ckij = － ∑

N

j = 1，j≠i
ckji，cij = diag( c1ij，c

2
ij，…，c

n
ij ) ，Ck =

( ckij ) N×N，k = 1，2，…，n，则易知 Ck 为行和为 0 的对
称矩阵． 如果 lim

t→+
‖xi ( t) － xj ( t) ‖ = 0，i，j = 1，

2，…，N，则称网络( 1) 中的节点实现同步．在接下来
的讨论中，需要如下假设:

假设1 对于函数 f( x( t) ) ，存在对角矩阵Δ =
diag( δ1，δ2，…，δn ) 使得x，y∈ Rn，

( y － x) T ( f( y) － f( x) ) ≤ ( y － x) TΔ( y － x) ．
容易验证很多典型的混沌系统，如 Lorenz 系

统、Chua电路、陈系统等都满足假设 1．

令 ei ( t) = xi ( t) － x－( t) 为同步误差，其中

x－( t) = 1
N∑

N

i = 1
xi ( t) ，则可得如下误差系统:

dei ( t)
dt = f( xi ( t) ) － f( x－( t) ) + ε∑

N

j = 1
cij ej ( t) +

f( x－( t) ) － dx－( t)
dt ，i = 1，2，…，N． ( 2)

显然，如果误差系统( 2) 关于零点是渐近稳定
的，则有色边网络( 1) 就可以实现同步．

2 有色边网络的同步条件与证明

定理 1 如果假设 1 成立，Ck ( k = 1，2，…，n)

为不可约矩阵，且下列 n个不等式成立:
δk + ελ2

k ＜ 0，k = 1，2，…，n， ( 3)

其中 λ2
k为Ck的第2大特征值，则误差系统( 2) 关于

零点是渐近稳定的，即有色边网络( 1) 可以实现渐

近同步．
证 考虑如下 Lyapunov函数

V( t) = 1
2∑

N

i = 1
eTi ( t) ei ( t) ，

则其导数计算如下

dV( t)
dt =∑

N

i =1
eTi ( t)

dei ( t)
dt =∑

N

i =1
eTi ( t) ［f( xi ( t) ) －

f( x－( t) ) ］+ ε∑
N

i =1
∑
N

j =1
cij ej ( t) +

∑
N

i = 1
eTi ( t) f( x

－
( t) ) －∑

N

i = 1
eTi ( t)

dx－( t)
dt ．

根据 ei ( t) 的定义可得∑
N

i = 1
ei ( t) = 0，从而可知，

∑
N

i = 1
eTi ( t) f( x

－
( t) ) －∑

N

i = 1
eTi ( t)

dx－( t)
dt = 0．

记 e～ k ( t) = ( e1k ( t) ，e2k ( t) ，…，eNk ( t) )
T，e( t) =

( eT1 ( t) ，e
T
2 ( t) ，…，e

T
N ( t) )

T，矩阵 C如下:

C =

c11 c12 … c1N
c21 c22 … c2N
   
cN1 cN2 … c













NN

，

根据假设 1 有
dV( t)
dt ≤∑

N

i = 1
eTi ( t) Δei ( t) + ε∑

N

i = 1
∑
N

j = 1
cij e

T
i ( t) ej ( t) =

eT ( t) ( IN  Δ) e( t) + εeT ( t) Ce( t) =

∑
n

k = 1
e～ k

T ( t) ( δkIN + εCk ) e
～
k ( t) ．

由于 Ck ( k = 1，2，…，n) 为不可约对称矩阵，易
知其有1个重数为1的0特征值，其余特征值均为负
值．记0 = λ1

k ＞ λ2
k≥ λ3

k≥…≥ λN
k 为Ck的特征值，

Λk = diag( λ1
k，λ

2
k，…，λ

N
k ) ，则存在酉矩阵Uk = ( u1

k，

u2
k，…，u

N
k ) 使得UT

kCkUk = Λk，u
1
k = 1

槡N
( 1，1，…，1) T．

令 ηk ( t) = UT
k e
～
k ( t) = ( ηk1 ( t) ，ηk2 ( t) ，…，

ηkn ( t) )
T，k = 1，2，…，n，则 ηk1 ( t) = u1T

k e
～
k ( t) = 0，

从而可得

ηT
k ( t) Λkηk ( t) ≤ λ2

kη
T
k ( t) ηk ( t) = λ2

k e
～
k
T ( t) e～ k ( t) ，

dV( t)
dt ≤ ∑

n

k = 1
δk e

～
k
T ( t) e～ k ( t) + ε∑

n

k = 1
ηT

k ( t) U
T
kCkUk·

ηk ( t) = ∑
n

k = 1
δk e

～
k
T ( t) e～ k ( t) + ε∑

n

k = 1
ηT

k ( t) Λkηk ( t) ≤

∑
n

k = 1
( δk + ελ2

k ) e
～
k
T ( t) e～ k ( t) ．

于是，如果条件( 3) 成立，就有 dV( t) dt ＜ 0，
根据Lyapunov稳定性理论可知lim

t→+
ei ( t) = 0，即误差
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系统( 2) 关于零点是渐近稳定的，也就是说，有色边
网络( 1) 实现了渐近同步，定理 1 得证．
由定理 1 的证明可知，对于给定的有色边网络，

只要其局部动力学函数 f( x( t) ) 满足假设 1，且其耦
合矩阵 Ck ( k = 1，2，…，n) 为不可约矩阵，总可以选
择适当的耦合强度 ε使其达到同步．

3 数值例子

本节将考虑 1 个由 6 个陈系统耦合成的有色边
网络，其状态方程如下:

dxi ( t)
dt = f( xi ( t) ) + ε∑

6

j = 1，j≠i
aijHij ( xj ( t) －

xi ( t) ) ，i = 1，2，…，6，
其中

xi ( t) = ( xi1 ( t) ，xi2 ( t) ，xi3 ( t) )
T，

f( xi ( t) ) =
35( xi2 ( t) － xi1 ( t) )
－ 7xi1 ( t) + 28xi2 ( t) － xi1 ( t) xi3 ( t)
xi1 ( t) xi2 ( t) － 3xi3 ( t









)

，

H12 = H36 = H45 =
1 0 0
0 1 0









0 0 0
，

H14 = H23 = H56 =
1 0 0
0 0 0









0 0 1
，

H16 = H25 = H34 =
0 0 0
0 1 0









0 0 1
，

A =

0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1

















1 0 1 0 1 0

．

图 1 有色网络( 1) 的同步误差轨道

于是根据文献［3］中的讨论，对函数 f ( ·) 和
x，y∈R3，可以选择 Δ = diag ( 31，62，31 ) 使得
( y － x) T ( f( y) － f( x) ) = ( y － x) TΔ( y － x) ，即假设
1 成立．根据 Ck 的定义可知，

C1 =

－ 2 1 0 1 0 0
1 － 2 1 0 0 0
0 1 － 2 0 0 1
1 0 0 － 2 1 0
0 0 0 1 － 2 1

















0 0 1 0 1 － 2

，
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C2 =

－ 2 1 0 0 0 1
1 － 2 0 0 1 0
0 0 － 2 1 0 1
0 0 1 － 2 1 0
0 1 0 1 － 2 0

















1 0 1 0 0 － 2

，

C3 =

－ 2 0 0 1 0 1
0 － 2 1 0 1 0
0 1 － 2 1 0 0
1 0 1 － 2 0 0
0 1 0 0 － 2 1

















1 0 0 0 1 － 2

，

通过计算可得 λ2
1 = λ

2
2 = λ

2
3 = － 1，则可以选择耦合

强度 ε = 63 使得 δk + ελ
2
k ＜ 0 ( k = 1，2，3 ) ，即定理 1

中的条件( 3) 满足，也就是说有色边网络( 1) 可以实
现同步．图 1 给出了同步误差的轨道，从中可以看出
给出的条件( 3) 是有效的．

4 小结

本文讨论了有色边网络的同步． 首先提出了有
色边网络模型，其次根据 Lyapunov 稳定性理论，解
析地给出了网络实现同步的充分条件，最后给出了

数值例子验证方法的有效性．
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Synchronization of Edge-Colored Dynamical Network

WU Zhao-yan，ZHANG Ping-hui
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: A class of edge-colored dynamical network models have been proposed according to the colored graph
theory in mathematics． This kind of models can better describe and study the large-scale real complex systems cou-
pled with large number of interacting individuals． Based on Lyapunov stability theory，the sufficient condition for the
synchronization of edge-colored network is derived． Finally，a numerical example is provided to verify our derived re-
sult．
Key words: synchronization; edge-colored dynamical network; colored graph
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