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半 E-预不变凸模糊数值函数的次微分
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摘要: 基于模糊数空间的一种新序关系，引入了新的半 E-预不变凸模糊数值函数的次微分的定义，并利
用次微分映射的最大循环单调性刻画了半 E-预不变模糊数值函数的次微分．
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0 预备知识

自从 Zadeh 提出模糊集的概念之后，由于其在
各个领域的广泛应用而引起了许多学者的研究兴

趣，这使得模糊集理论得到了大量推广．数学规划中
经常需要应用经典凸分析理论．然而，与许多系统中
所含参数具有不确定性相类似，在优化理论中，由于

约束条件或目标函数中参数常常具有不确定性，所

以对模糊凸分析理论的研究具有重要意义． 关于模
糊映射的凸性、拟凸性及 B-凸性已有文献进行研
究［1－3］; 文献［4］分析了预不变凸函数，文献［5］给
出了 E-凸集和 E-凸函数的概念．文献［6］中提出了
从Rn到E1的模糊映射下的H-可导、可微、次可微的
概念，讨论了在这样的定义下的模糊函数相关性质

的刻画．文献［7］中提出了从 Rn 映到模糊数集的模

糊伪凸、模糊不变凸、模糊伪不变凸和模糊预不变凸
的概念，并且从王贵祥等提出的从 Rn 到 E1 的模糊

映射的 H-可导性和可微性出发重新提出了模糊扩
张的方向导数、次梯度和次可微的概念，并讨论了模
糊预变分不等式和模糊向量优化问题的相关性质．
近年来，许多学者对模糊广义凸映射的性质和模糊

广义凸规划问题的最优性条件、对偶理论以及鞍点
准则等有着较为深入的研究，但是关于半 E-预不变
凸模糊数值函数的相关文献不多． 本文基于一种新
序关系定义了半 E-预不变凸模糊数值函数的次微
分，并且利用次微分映射的最大循环单调性刻画了

半 E-预不变凸模糊数值函数的次微分．
为了得到本文主要结果，首先引进下面的定义．
定义1［8］ 若模糊集 u: R→［0，1］是上半连续

的、凸的、正规的且支撑集紧，则称 u为模糊数．记 F
为 R上所有模糊数组成的集合．
设模糊数 u 的水平截集为有界闭区间［u］α =

［u－ ( α) ，u+ ( α) ］．由文献［8］知，u－ ( α) 和 u+ ( α)
在［0，1］上分别是非减的函数和非增的函数，且它
们均为有界的，在 α = 0 处右连续，在( 0，1］上左连
续且 u－ ( 1) ≤ u+ ( 1) ． 反之，若函数 u－ ( α) 和
u+ ( α) 在［0，1］上满足上述条件，则存在 1个 u∈ F，
使得［u］α =［u－ ( α) ，u+ ( α) ］，α∈［0，1］．记 V =
{ ( u－ ( α) ，u+ ( α) ，α) 0≤ α≤ 1，u－，u+ : I→ R是
有界函数} ; V

∧

= { ( u－ ( α) ，u+ ( α) ，α) 0≤ α≤1，
u－ ( α) ，u+ ( α) 是 Lebesgue可积的} ; F = { ( u－ ( α) ，
u+ ( α) ，α) 0≤α≤1，u－ ( α) 单调不减，u+ ( α) 单调
不增，均左连续且在 α = 0处右连续} ．
定义 2 在 V中定义和与数乘运算为
( u－ ( α) ，u+ ( α) ，α) + ( v－ ( α) ，v+ ( α) ，α) =
( u－ ( α) + v－ ( α) ，u+ ( α) + v+ ( α) ，α) ，
k( u－ ( α) ，u+ ( α) ，α) = ( ku－ ( α) ，ku+ ( α) ，α) ，

对于 ui ∈ V
∧

，ui = { ( u－
i ( α) ，u

+
i ( α) ) α∈［0，1］}

( i = 1，2，…，n) ．称模糊数( u1，u2，…，un ) 为 n维模
糊向量，记所有 n 维模糊向量的集合为 Vn，且定义

Rn × Vn 的直积为

〈x，u〉= x1u1 + x2u2 + … + xnun，

其中x = ( x1，x2，…，xn) ∈Rn，u = ( u1，u2，…，un) ∈Vn．



定义3［9］ 设 u，v∈ V
∧

，u = { ( u－ ( α) ，u+ ( α) ，
α) 0 ≤ α ≤ 1} ，v = { ( v－ ( α) ，v+ ( α) ，α) 0 ≤

α≤ 1} ． 称u≤ v，如果∫
1

0
f( α) ( u－ ( α) + u+ ( α) ) dα≤

∫
1

0
f( α) ( v－ ( α) + v+ ( α) ) dα．

对于模糊数值函数

F( x) = { ( F－ ( α) ，F+ ( α) ，α) 0 ≤ α≤ 1} ，

记 TF( x) = ∫
1

0
f( α) ( F－ ( α) + F+ ( α) ) dα，其中 f 为

［0，1］上非负的单调不减函数，满足 f( 0) = 1，且

∫
1

0
f( α) dα = 1 /2． f 可以认为是权重函数，单调不减

性确保了水平截集越接近模糊数的核，在确定序关

系中所起的作用越大．特别地，文献［5］中的序关系
即为当 f( α) = α时的情形．
定义 4 对所有的 x，y∈ S，λ∈［0，1］，且 y +

λη( x，y) ∈ S，则称 S(  Rn ) 是关于 η: S × S→ Rn

的不变凸集．
定义 5［10-11］ 对所有 x，y ∈ S，λ ∈［0，1］，且

η( x，y) + η( y，x) = 0，则称 η: S × S→Rn为非对称

映射． 特别地，当 η x，( )y = x － y 时，S 即为一般

凸集．
定义 6［12］ 设 S(  Rn ) 是关于 η: S × S→ Rn

的不变凸集，若x，y∈ S及 λ∈［0，1］，存在映射
E: Rn→Rn有 E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ∈ S，则称 S
为 E-不凸集．
显然，由定义 6可知 E( S)  S，当 E( x) = x且

E( y) = y时，E-不凸集为不变凸集．
定义 7 设 F: S → F 为模糊数值函数，S( 

Rn ) 是关于 η: S × S→Rn的不变凸集，若x，y∈ S
及 λ∈［0，1］，存在映射 E: Rn → Rn 有

E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ∈ S，
TF( E( y) +λη( E( x) ，E( y) ) ) ≤ λTF( x) + ( 1 － λ) TF( y) ，

则称 F为半 E-预不变凸模糊数值函数．
注 1 当 E( x) = x且 E( y) = y时，半 E-预不

变凸模糊数值函数退化成预不变凸模糊数值函数．
定义 8 半 E-预不变凸模糊数值函数 F: S →

F，若x，y∈ S，其中 S( Rn ) 是关于η: S × S→Rn

的不变凸集，δ ＞ 0，使得λ∈ ( 0，δ) 都有极限

lim
λ→0

F( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) － F( E( y) )
λ

存在，则称 F( x) 在 y 处沿 η 方向可导，记为
F( x) /η．

1 主要结论

定义9 设F: S→F为半E-预不变凸模糊数值
函数，S( Rn ) 是关于η: S × S→Rn的开不变凸集，

若x0 ∈ S，λ∈［0，1］，称集合

F( x0 ) = { ω∈ V
∧n TF( x0) + T〈ω，λη( E( x) ，E( x0) ) 〉≤

TF( x) ，x∈ S}
为 F在点 x0 的次微分．

定义 10 设 S(  Rn ) 是关于 η: S × S→ Rn的

E-不凸集，半 E-预不变凸模糊数值函数 F: S→ F在
x0 ∈ S是次可微的，称

δF( x0) = {ω∈V
∧n T〈ω，η( E( x) ，E( y) )〉≤TF( x0) /η，η∈Rn}

中的每个 ω为 F在 x0 点的次导数．
以上次微分、次导数都是对预不变凸模糊数值

函数的次微分及次导数定义的推广．
引理 1 设函数 f: S → R 是 E-预不变凸的，

S( Rn ) 是关于η: S × S→Rn的E-不凸集，y∈Rn，

λ∈ ( 0，δ) ，其中 δ ＞ 0，则

h( λ) = f( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) － f( E( y) )
λ

是关于 λ的非减函数，且
F( y)
η

= inf
λ→( 0，δ)

f( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) － f( E( y) )
λ

．

记 V0 为由所有{ V
∧n} 的非空子集所组成的集

合，同时刻画有关的次微分．
定义 11 设 S(  Rn ) 是关于 η: S × S→ Rn的

开不变凸集，且次微分映射 Δ: S→ V0 使得

x，y∈ S，λ∈［0，1］，ωx ∈ Δ( x) ，ωy ∈ Δ( y) ，
T〈ωx，λη( E( y) ，E( x) ) 〉 + T〈ωy，λη( E( x) ，E( y) ) 〉≤ 0，

则称 Δ是单调的．如果n∈ N，xj ∈ S( j = 0，1，2，
…，n，n + 1) ，xn+1 = x0，ω j∈ Δ( xj ) ( j = 0，1，…，n) ，
有

T∑
n

j = 0
〈ω j，λη( E( xj+1) ，E( xj) ) 〉≤ 0，

则称 Δ是循环单调的．如果 Δ 是循环单调的并对任
何循环单调映射，且x∈ S，对任何循环单调映射
φ: S→ V0都有 φ( x)  Δ( x) 或 φ( x) = Δ( x) ，则称
Δ是最大循环单调映射．
下面给出了半 E-预不变凸模糊数值函数的次

微分的相关性质．
定理1 设半E-预不变凸模糊数值函数F: S→

F可表示为 F( y) = { ( F－
α，F

+
α，α) 0 ≤ α≤ 1} ，若

α ∈［0，1］，F－
α，F

+
α 在 E-不凸集 S上是半 E-预不

变凸的，则 F 是沿 η 方向可导的，对每个 y ∈ S，H:
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y→F( y) η在 Rn 上是次线性的，即

F( y) = δF( y) ．
证 由引理 1，λ ∈ ( 0，δ) ，其中 δ ＞ 0，

E( y) +λη( E( x) ，E( y) ) ∈ S，α∈［0，1］．设

a( λ) =
F－
α ( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) － F－

α ( E( y) )
λ

，

b( λ) =
F+
α ( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) － F+

α ( E( y) )
λ

是非减且下有界的，因而

F( y)
η

= lim
λ→0

F( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) － F( E( y) )
λ

=

F－
α ( y)
η
，
F+

α ( y)
η
，α 0 ≤ α≤( ){ }1 ，

即 F是沿 η方向可导的．
假设 ω∈ δF( y) ，对每一个 x ∈ S，令 E( x) =

E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ∈ S，有
〈ω，E( x) － E( y) 〉=〈ω，η( E( x) ，E( y) ) 〉．
又

〈ω，η( E( x) ，E( y) ) 〉≤ F( y)η
= ［F( E( y) +

λη( E( x) ，E( y) ) ) － F( E( y) ) ］ λ =
［F( E( x) ) － F( E( y) ) ］ λ，
即

F( E( y) ) + λ〈ω，η( E( x) ，E( y) )〉≤ F( E( x) ) ，
所以

F( E( y) ) +〈ω，λη( E( x) ，E( y) )〉≤ F( E( x) ) ，
TF( E( y) ) + T〈ω，λη( E( x) ，E( y) ) 〉≤ TF( E( x) ) ，

因而 ω∈ F( y) ．
反之，如果 ω∈ F( y) ，则η∈ Rn，λ ∈ ( 0，

δ) ，E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ∈ S有
F( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) ≥ F( E( y) ) +
〈ω，λη( E( x) ，E( y) ) 〉= F( E( y) ) + λ〈ω，
η( E( x) ，E( y) ) 〉，

即

［F( E( y) + λη( E( x) ，E( y) ) ) － F( E( y) ) ］ λ≥
〈ω，η( E( x) ，E( y) ) 〉，
因而 TF( y) /η ≥ T〈ω，η( E( x) ，E( y) ) 〉，即 ω∈ δF( y) ．
综上所述得 F( y) = δF( y) ．
下面证明y∈ S，映射 G: y→F( y) η具有

次可加性，这里 F是半 E-预不变凸模糊数值函数．
事实上，y，V∈ Rn 和所有的 λ ＞ 0，使得

E( y) + 2λη( E( x) ，E( y) ) ，E( y) + 2λV( E( x) ，
E( y) ) ∈ S， ［TF( E( y) +λ［η( E( x) ，E( y) ) +V( E( x) ，E( y) ) ］) －
TF( E( y) )］ λ =［TF( E( y) +［2λη( E( x) ，E( y) ) +2λV( E( x) ，E( y) ) ］/2) －

TF( E( y) )］ λ [ (≤ TF( E( y) +2λη( E( x) ，E( y) ) ) +

TF( E( y) +2λV( E( x) ，E( y )) ) ) 2 － TF( E( y ]) ) λ =

［TF( E( y) +2λη( E( x) ，E( y) ) ) － TF( E( y) ) ］ ( 2λ) +
［TF( E( y) +2λV( E( x) ，E( y) ) ) － TF( E( y) ) ］ ( 2λ) ，
因此令 λ→ 0，有 F( y) ( η + V) ≤F( y) η +
F( y) V．故映射 G是正齐次的．
定理 2 设 S(  Rn ) 是关于 η: S × S → Rn 的

E-不凸集，半 E-预不变凸模糊数值函数 F: S→ F可
表示为F( y) = { ( F－

α，F
+
α，α) 0≤ α≤1} ，若α∈

［0，1］，F－
α，F

+
α 在 S上是半 E-预不变凸函数，则 H:

x→ F( x) 是最大循环单调映射．
证 令 n∈ N，xj ∈ S，xk+1 = x0，hj ∈ F( xj )

( j = 1，2，…，n) ，则
〈hj，λη( E( xj+1 ) ，E( xj ) ) 〉≤ F( xj+1 ) － F( xj ) ，

将这些式子相加得

∑
n

j = 0
〈hj，λη( E( xj+1 ) ，E( xj ) ) 〉≤ 0，

即 T∑
n

j = 0
〈hj，λη( E( xj+1) ，E( xj) ) 〉≤ 0．

故 H是循环单调的．
下面用反证法来证明 H 是最大单调的． 假设存

在单调映射 ψ: S→ V0，使得对每个 x∈ S，F( x) 
ψ( x) ，且对某个 x0 ∈ S，ψ( x0 ) /F( x0 ) ≠ ． 取
ω0 ∈ψ( x0 ) /F( x0 ) ，由于 F－

α，F
+
α 是半 E-预不变凸

的，则 ω0  δF( x) ，因而η( E( x) ，E( x0 ) ) ∈ Rn，

使得

F( x0 )
η

＜〈ω0，η( E( x) ，E( x0 ) ) 〉，

取 ε = T〈ω0，η( E( x) ，E( x0) ) 〉 － TF( x0) /η，则δ0 ＞ 0，使得
λ∈ ( 0，δ0 ) ，有
TF( E( x0) +λη( E( x) ，E( x0) ) ) － TF( E( x0) )

λ
＜ TF( x0) /η + ε

4 ．

固定 2λ1 ∈［0，δ0］，令 y = E( x0 ) + 2λ1η( E( x) ，
E( x0 ) ) ，因此，

TF( y) － TF( E( x0) ) = TF( E( x0) +2λ1η( E( x) ，E( x0) ) ) －

TF( E( x0) ) ＜ 2λ1 TF( x0) /η + ε[ ]4
．

令 x1 = x0 + λ1η( E( x) ，E( x0 ) ) ，则 TF( x1) －
TF( x0) ≥ λ1TF( x0) /η ．考虑ω1 ∈ F( x1 ) ，
Tλ1〈ω1，η( E( x) ，E( x0) )〉 = T〈ω1，λ1η( E( x) ，E( x0) )〉 = T〈ω1，y－x0〉≤TF( y) －
TF( x1) = ( TF( y) － TF( x0) ) + ( TF( x0) － TF( x1) ) ＜

2λ1 TF( x0) /η + ε[ ]4
－ λ1TF( x0) /η = λ1 TF( x0) /η + ε[ ]2

，
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即 T〈ω1，η( E( x) ，E( x0) ) 〉 ＜ TF( x0) /η + ε
2 ．

因此，

T〈ω0，x1－x0〉 + T〈ω1，x0－x1〉 = T〈ω0，λ1η( E( x) ，E( x0) ) 〉 +

T〈ω1，－λ1η( E( x) ，E( x0) ) 〉 = λ [1 T〈ω0，η( E( x) ，E( x0) ) 〉 －

T〈ω1，η( E( x) ，E( x0 ]) ) 〉 = λ [1 TF( x0) /η + ε － TF( x0) /η －

ε ]2 =
λ1

2 ε ＞ 0，

即

〈ω0，λ1η( E( x) ，E( x0 ) ) 〉+〈ω1，λ1η( E( x0 ) ，
E( x1 ) ) 〉＞ 0，

这与 ψ的单调性矛盾．
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The Subdifferential of Semi-E-Preinvex Fuzzy-Valued Functions

ZHANG Zhen，LIU Xue-wen*

( College of Mathematics，Chongqing Normal University，Chongqing 401331，China)

Abstract: Based on a new concept of ordering，the definition of the subdifferential of semi-E-preinvex fuzzy-valued
function is given． Then the characterization of the subdifferential by the maximum cycle monotonicity is discussed．
Key words: fuzzy number; semi-E-preinvexity; subdifferential
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