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两两 NQD随机场的完全收敛性
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摘要: 在同分布两两 NQD列的 Baum-Katz完全收敛定理的基础上，主要研究并得到两两 NQD 随机场的

完全收敛性，即多指标变量集下两两 NQD的随机变量的完全收敛性，其中该指标集是关于坐标方向的偏

序″≤″的 d-维正整数网格点集．
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0 引言

V． V． Petrov［1］在 1995 年得到了独立序列的
Baum-Katz 定理; A． E． Mikusheva［2］在 2000 年证明
了负相协随机变量的完全收敛定理; 不久，他又在

2001 年给出了负相协随机场的 Baum-Katz 完全收
敛定理［3］; 吴群英［4］在 2002 年证明了两两 NQD 列
的 Baum-Katz完全收敛定理，其结论如下．

定理 A 设{ Xn，n≥ 1} 是同分布的两两 NQD

列，且满足 αp ＞ 1，0 ＜ p ＜ 2，
E X1

p ＜ ∞，EX1 = 0，α≤ 1，

则

∑
∞

n = 1
nαp－2 (P max

1≤j≤n
Sj ＞ εn )α ＜ ∞，ε ＞ 0．

本文主要研究了与两两 NQD 随机变量序列的
Baum-Katz完全收敛定理类似的两两NQD随机场的
结果．

下面对所用到的符号进行说明: Zd
+ ( d ≥ 2) 表

示关于坐标方向的偏序 ″≤ ″的 d-维正整数网格点
集; m≤ n表示 mk ≤ nk，k = 1，2，…，d，其中 m =

( m1，m2，…，md ) ∈ Zd
+，n = ( n1，n2，…，nd ) ∈ Zd

+ ;

e = ( 1，1，…，1) ∈ Zd
+ ; m ± n = ( m1 ± n1，m2 ± n2，

…，md ± nd ) ; | n | = ∏
d

k = 1
nk ; n → ∞ 表示 nk → ∞，

k = 1，2，…，d; log + x = max{ logx，1} ; Sn = ∑
k≤n

Xk，

n∈Zd
+ ; 表示同阶．

本文约定: 若无特别说明，i 均表示 i ∈ Zd
+，j 表

示 j∈ R．

定义 1［5-13］ 若随机变量 Xi 和 Xj，i，j∈ Zd
+，且

i≠ j，x，y∈ R都有
P( Xi ＜ x，Xj ＜ y) ≤ P( Xi ＜ x) P( Xj ＜ y) ，
则称随机变量 Xi 和 Xj 是 NQD( Negatively Quadrant

Dependent) 的; 若 i，j ∈ Zd
+，且 i ≠ j，Xi 与 Xj 是

NQD的，则称{ Xn，n∈ Zd
+ } 是两两 NQD随机场．

1 有关引理

为了便于处理指标集中的偏序，引入文献［6］

的结果．

引理 1 令 d( j) = Card{ k: | k | = j} ，M( j) =
Card{ k: | k |≤ j} ，则

M( )j 
j( log j) d－1
( d － 1) ! ，j→ ∞ ;

且δ ＞ 0，d( j) = o( jδ ) ，j→ ∞ ．

引理 2 当 k→ ∞ 时，有下列不等式成立:

∑
k

j = 1
d( j) jγ  kγ+1 ( logk) d－1 ( γ ＞ － 1) ， ( 1)

∑
k

j = 1
d( j) jγ  logdk( γ = － 1) ， ( 2)



∑
k

j = 1
d( j) jγ  1( γ ＜ － 1) ． ( 3)

注 1 由( 1) ～ ( 3) 式可知，

∑
k

j = 1
d( j) jγ 收敛γ ＜ － 1．

引理 3 设 ξ是 1个随机变量，s ＞ 0是常数，则

∑
∞

j =1
d( j) js－1P( ξ ＞ j) ＜ ∞E ξ s ( log ξ ) d－1 ＜ ∞ ．

推论 1 设 ξ是 1个随机变量，p ＞ 0，αp ＞ 0是
常数，d∈ N +，则

∑
∞

j = 1
d( j) jα p－1 (P ξ ＞ εj )α ＜ ∞

E ξ p ( log ξ ) d－1 ＜ ∞ ．

证 在( 1) 式中取 γ = αp － 1，又 αp ＞ 0，所以
γ ＞ － 1． 故

∑
∞

j = 1
d( j) jαp－1 (P ξ ＞ εj )α =

∑
∞

j = 1
d( j) jαp－1 (P ( ξ ε －1 ) 1 /α )＞ j =

∑
∞

j = 1
d( j) jαp－1∑

∞

k = j
(P k ＜ ( ξ ε －1 ) 1 /α ≤ k + )1 =

∑
∞

k = 1
(P k ＜ ( ξ ε －1 ) 1 /α ≤ k + )1 ∑

k

j = 1
d( j) jαp－1 

∑
∞

k = 1
(P k ＜ ( ξ ε －1 ) 1 /α ≤ k + )1 kαp ( logk) d－1 =

E( ξ ε －1 ) p ( log ξ ε －1 ) d－1 = E ξ pε －p ( log ξ +

logε －1 ) d－1 = E ξ (p log ξ － logε
εp / ( d－1 ))

d－1



E ξ p ( log ξ ) d－1 ＜ E ξ p+δ ＜ ∞，

即

∑
∞

j = 1
d( j) jαp－1 (P ξ ＞ εj )α ＜ ∞

E ξ p ( log ξ ) d－1 ＜ ∞ ．

2 主要结果及其证明

定理1 设{ Xn，n∈ Zd
+ } 是同分布的两两 NQD

的随机场，αp ＞ 1，0 ＜ p ＜ 2，E X1
p+δ ＜ ∞，且当

α≤ 1 时，EX1 = 0，则ε ＞ 0，

∑
n∈Zd+

n αp－2 (P max
j≤n

Sj ＞ ε n )α ＜ ∞ ．

证 取 q使得［1 + 1 / ( αp) ］/2 ＜ q ＜ 1．对 Xi，

i∈ Zd
+ 截尾，记

Yi = － n αq I( Xi ＜ － n αq ) +

XiI( Xi ＜ n αq ) + n αq I( Xi ＞ n αq ) ，

Sn = ∑
i≤n

Xi，Un = ∑
i≤n

Yi，

An =∪
j≤n
( Xj ≥ ε n α ) ，Bn = ∪

i ＜ j≤n
( ( Xi ＞

n αq，Xj ＞ | n | αq ) ∪ ( Xi ＜ － n αq，Xj ＜

－ n αq ) ) ．

首先证明

( max
k≤n

Sk ＜ 8ε n α )  Ac
n ∩ ( maxk≤n

Uk ＜

2ε n α ) ∩ Bc
n = ( ∩

j≤n
( Xj ＜ ε n α ) ) ∩

( max
k≤n

Uk ＜ 2ε n α) ∩ ( ∩
i ＜ j≤n
( ( ( Xi ≤ n αq) ∪

( Xj ≤ n αq ) ) ∩ ( ( Xi ≥－ n αq ) ∪ ( Xj ≥

－ n αq ) ) ) ) = Dn． ( 4)

因此，要证明( 4) 式，只要证明 ω ∈ Dn，有

max
k≤n

Sk ( ω) ＜ 8ε n α ．

由于ω∈Dn，则j≤ n∈ Zd
+，有下列式子同时

成立:

Xj ( ω) ＜ ε n α， ( 5)

max
k≤n

Uk ( ω) ＜ 2ε n α， ( 6)

i ＜ j≤ n，Xi ( ω) ≤ n αq或 Xj ( ω) ≤ n αq，

且

Xi ( ω) ≥－ n αq 或 Xj ( ω) ≥－ n αq ． ( 7)

若记 a = Card{ i: i ≤ n，Xi ( ω) ＞ n αq} ，b =

Card{ i: i≤ n，Xi ( ω) ＜ － n αq} ，由 i ＜ n及( 7) 式

知，当i ＜ n时，则 － n αq≤ Xi ( ω) ≤ n αq ; 然而

若 i = n，则 Xi ( ω) ＞ n αq 或 Xi ( ω) ＜ － n αq 或

－ n αq ≤Xi ( ω) ≤ n αq ．因此 a = 0或1，b = 0或1．

下面对 a，b分情况做如下讨论．

当 a = b = 0时，i≤ n，Xi ( ω) ≤ n aq，由

Yi 的定义知 Yi ( ω) = Xi ( ω) ，于是结合( 6) 式可以
得到

max
k≤n

Uk ( ω) = max
k≤n

Sk ( ω) ＜ 2ε n α ＜ 8ε n α．

当 a = 1，b = 0时，存在某 i0，使 Xi0( ω) ＞ n αq，

但对 i = i0 仍有( 5) 式成立，即 Xi0 ( ω) ＜ ε n α ．

而只要当 k ≠ i0 时都有 Yi ( ω) = Xi ( ω) ，当k = i0
时，由 Yi 的定义知 Yi0 ( ω) ≤ n αq ．

若 n ＜ i0，Sn ( ω) = Un ( ω) ; 若 i0 ≤ n，由于
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Yi0 ( ω) ≤ n αq ＜ Xi0 ( ω) ＜ ε n α，从而

Sn( ω) = ∑
k ＜ i0

Xk ( ω) + Xi0( ω) + ∑
i0 ＜ k≤n

Xk ( ω) =

∑
k ＜ i0

Yk ( ω) + Xi0( ω) + ∑
i0 ＜ k≤n

Yk ( ω) ≤

∑
k ＜ i0

Yk ( ω) + Xi0 ( ω) + ∑
i0 ＜ k≤n

Yk ( ω) ＜

2ε n α + ε n α + ε n α ＜ 8ε n α ．

当 a = 0，b = 1时，当 a = 1，b = 0时和当 a =
1，b = 1 时 3 种情形可类似证明．

综上所述，ω∈ Dn，maxk≤n
Sk ( ω) ＜ 8ε n α ．

于是对( 4) 式左右两边同时取补集得到

( max
k≤n

Sk ≥ 8ε n α )  ( An ∪ ( maxk≤n
Uk ≥

2ε n α ) ∪ Bn ) ，

所以

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2 (P max
k≤n

Sk ≥ 8ε n )α ≤

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( An ) +∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( Bn ) +

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2 (P max
k≤n

| Uk |≥ 2ε n )α ．

因此要证明的结论转化为证明

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( An ) ＜ ∞， ( 8)

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( Bn ) ＜ ∞， ( 9)

∑
∞

j =1
∑
n = j

n αp－2 (P max
k≤n

| Uk |≥2ε n )α ＜ ∞ ． ( 10)

先证( 8) 式．事实上，

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( An ) = ∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2·

(P ∪
j≤n

Xj ≥ ε n )α ≤∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2 n ·

(P X1 ≥ ε n )α = ∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－1 (P X1 ≥

ε n )α ，

由于 E X1
p+δ ＜ ∞E X1

p ( log X1 )
d－1 ＜ ∞

( 0 ＜ p ＜ 2) ，故根据引理 3 知( 8) 式成立．

下面证明( 9) 式．由于［1 + 1 / ( αp) ］/2 ＜ q ＜
1，显然有( αp + 1) / ( 2αq) ＜ p成立．

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( Bn ) = ∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2·

(P ∪
i ＜ j≤n
( ( Xi ＞ n αq，Xj ＞ n αq ) ∪ ( Xi ＜ － n αq，

Xj ＜ － n αq )) ) ≤∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2∑
i ＜ j≤n
( P( Xi ＞

n αq ) P( Xj ＞ n αq ) + P( Xi ＜ － n αq ) P( Xj ＜

－ n αq ) ) ≤∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αpP2 ( X1 ＞ n αq ) ·

∑
n

n αpP2( X1 ＞ n αq) =∑
∞

j =1
d( j) jαp P2( X1 ＞

jαq ) = ∑
∞

j = 1
d( j) jαpP2 ( X1

1 / ( αq) ＞ j) =

∑
∞

j = 1
d( j) jαp∑

∞

k = j
P2 ( k ＜ X1

1 / ( αq) ≤ k + 1) =

∑
∞

k = 1
P2 ( k ＜ X1

1 / ( αp) ≤ k + 1)∑
k

j = 1
d( j) jαp 

∑
∞

k = 1
P2 ( k ＜ X1

1 / ( αq) ≤ k + 1) kαp+1 ( logk) d－1

[
≤

∑
∞

k =1
P( k ＜ X1

1/ ( αq) ≤k +1) k( αp+1) /2( logk) ( d－1) / ]2
2

≤

［E X1
( αp+1) / ( 2αq) ( log X1 )

( d－1) /2］2 ≤

［E X1
p ( log X1 )

( d－1) /2］2 ≤ ( E X1
p+δ ) 2 ．

由于 E X1
p+δ ＜ ∞，故( 9) 式成立．

为了证明( 10) 式，令 Y'i = Yi － EYi，S'n =

∑
i≤n

Y' i ．下面先证

∑
∞

j =1
∑
n = j

n αp－2 (P max
i≤n

| S'j |≥ ε n )α ＜ ∞ ． ( 11)

由于 E X1
p+δ ＜ ∞，－ α( 2 － p) ( 1 － q) ＜ 0，

且当 X1 ≤ n αq时，即 X1 / n αq≤ 1，又 p － 2 ＜

0，则( X1 / n αq ) p－2 ≥ 1，当 X1 ＞ n αq 时，则

( X1 / n αq ) p ≥ 1，故有下式成立．

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2 (P max
i≤n

S' j ≥ ε n )α ≤

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2－2α (E max
i≤n

S' )j

2

≤

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2－2α log2 n ∑
i≤n

E( Yi － EYi )
2 ≤

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2－2α log2 n ∑
i≤n

EY2
i =

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2－2α log2 n ∑
i≤

[
n

E n 2αq I( X1 ＞

n αq ) + E X1
2 I( X1 ≤ n αq ]) ≤
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∑
∞

j =1
∑
n = j

n αp－2－2α log2 n ∑
i≤

[
n

E n 2αq X1

n α( )q
p

·

I( X1 ＞ n αq) +E X1
2 X1

n α( )q
p－2

I( X1 ≤ n αq ]) ≤

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2－2α log2 n ［ n 2αq－αpq+1E X1
p·

I( X1 ＞ n αq ) + n －αq( p－2) +1E X1
p I( X1 ≤

n αq) ］ = ∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2－2α log2 n n 2αq－αpq+1·

E X1
p ≤∑

∞

j = 1
∑
n = j

n αp－1－2α+2αq－αpq log2 n·

E X1
p ≤∑

∞

j = 1
d( j) log2 j·j －1－α( 2－p) ( 1－q) E X1

p+δ 

∑
∞

j = 1
d( j) log2 j·j －1－α( 2－p) ( 1－q) ＜ ∞ ．

下面只要证 n －α max
j≤n

| EUj |→ 0( n → ∞ ) ．

当 α≤ 1时，EX1 = 0; 又 αp ＞ 1，p ＞ 1，根据 q

的取法有 αpq ＞ 1，q ＜ 1，所以

n －α max
j≤n

EUj = n －α max
j≤n ∑i≤j

EYi ≤

n －α∑
i≤n

EYi = n －α∑
i≤n

E( Yi － Xi ) ≤

n －α∑
i≤n

E( ( Xi － n αq ) I( Xi ＞ n αq ) +

( Xi + n αq ) I( Xi ＜ － n αq ) ) ≤

n －α∑
i≤n

E( ( Xi － n αq ) I( Xi ＞ n αq ) +

( Xi + n αq ) I( Xi ＞ n αq ) ) ≤

2 n －α∑
i≤n

E Xi I( Xi ＞ n αq ) ≤

2 n 1－αE X1 I( X1 ＞ n αq ) ≤

2 n 1－αE X1 ( X1 / n αq ) p－1 I( X1 ＞ n αq ) =

2 n 1－α－αq( p－1) E X1
p I( X1 ＞ n αq ) =

2 n － ( αpq－1) －α( 1－q) E X1
p I( X1 ＞ n αq ) ．

因为 － ( αpq － 1) － α( 1 － q) ＜ 0，所以当

n →∞ 时，n － ( αpq－1) －α( 1－q) → 0; 又当 n →∞ 时，

E X1
p I( X1 ＞ n αq ) ≤ E X1

p+δ ＜ ∞，所以

n － ( αpq－1) －α( 1－q) E X1
p I( X1 ＞ n αq ) → 0，

n → ∞ ．

当 α ＞ 1，p≥ 1 时，

n －α max
j≤n

EUj ≤ n －α∑
i≤n

E Yi =

n －α∑
i≤n
［E n αqI( | Xi | ＞ n αq) + E Xi I( Xi ≤

n αq) ］ = n 1－α ( E n αq I( X1 ＞ n αq ) +

E X1 I( X1 ≤ n αq ) ) ≤ n 1－αE X1
p+δ 

n 1－α → 0，n → ∞ ．

当 α ＞ 1，p ＜ 1，αpq ＞ 1，q ＜ 1，αp ＞ 1时，由
于 E X1

p+δ ＜ ∞，且当 X1 ≤ n αq 时，即 X1 /

n αq ≤ 1，又 p － 1 ＜ 0，则( X1 / n αq ) p－1≥ 1，当

X1 ＞ n αq 时，则( X1 / n αq ) p ≥ 1，故

n －α max
j≤n

| EUj |≤ n －α∑
i≤n

EYi ≤

n －α∑
i≤n
［E n αq I( | Xi | ＞ n αq ) +

E Xi I( Xi ≤ n αq) ］ = n 1－α+αqE X1

n α( )q
p

·

I( X1 ＞ n αq ) +

n 1－αE X1 I( X1 ≤ n αq ) ≤

n 1－αpq－α+αqE X1
p I( X1 ＞ n αq ) +

n 1－αE X1 X1
p－1 n －αq( p－1) I( X1 ≤ n αq ) =

n 1－αpq－α+αqE X1
p I( X1 ＞ n αq ) +

n 1－α－αq( p－1) E X1
p I( X1 ≤ n αq ) ≤

n 1－αpq－α+αqE X1
p+δ  n － ( αpq－1) －α( 1－q) → 0

( n → ∞ ) ．

因为 n －α max
j≤n

| EUj |→0，所以 P( max
k≤n

| EUj |≥

ε n α ) = 0，结合( 11) 式可得

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( max
k≤n

| Uk |≥ 2ε n α ) =

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( max
k≤n

| ∑
i≤k

Yi |≥ 2ε n α ) ≤

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( max
k≤n

| EUj |≥ ε n α ) +

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( max
k≤n

| S' j |≥ ε n α ) =

∑
∞

j = 1
∑
n = j

n αp－2P( max
k≤n

| S' j |≥ ε n α ) ＜ ∞ ．

定理 1 得证．
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The Complete Convergence of Pairwise NQD Random Fields

FU Juan，LIU Cheng* ，SONG Hai-long，YUAN Dai-lin

( College of Mathematics，Southwest Jiaotong University，Chengdu Sichuang 610031，China)

Abstract: On the basis of Baum-Katz complete convergence of Pairwise NQD sequences with the same distribution，
complete convergence of Pairwise NQD random fields are mainly discussed and gained，namely the complete conver-
gence of Pairwise NQD random variables for multiindexed summands Zd

+，which is the positive integer d-dimensional
lattice points with partial ordering ≤．
Key words: Pairwise NQD; random fields; multiindexed summands; complete convergence
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