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摘要:利用 Nevanlinna值分布理论对单位圆内具有相同增长级和不同型的亚纯函数与解析函数 f1( z)与
f2( z)四则运算后的级、下级和型进行了研究，得到了一些结果，完善了原有的一些结论．
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0 引言和结果

本文使用大家熟悉的Nevanlinna值分布理论的
标准记号

［1－3］． 下面将介绍一些复平面上或单位圆
内值分布的基础知识和定义．
定义 1 复平面上的亚纯函数 f( z) 的级、下级

分别定义为

σ( f) = lim
r→∞

logT( r，f) logr，

μ( f) = lim
r→∞

logT( r，f) logr．

特别地，当复平面上的 f( z) 是整函数时，则 f( z) 的
级定义为

σ( f) = lim
r→∞

logT( r，f) logr =

lim
r→∞

loglogM( r，f) logr．

定义 2 若复平面上的亚纯函数或整函数 f( z)
的级满足 0 ＜ σ( f) ＜ ∞，则 f( z) 的型分别定义为

τ( f) = lim
r→∞

T( r，f) / rσ( f)，

τ( f) = lim
r→∞

logM( r，f) / rσ( f) ．

定义3［4-5］ 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，
则 f( z) 的级和下级分别定义为

σ( f) = lim
r→1 －

logT( r，f) ( － log(1 － r))，

μ( f) = lim
r→1 －

logT( r，f) ( － log(1 － r)) ．

定义 4［6］ 假设 f( z) 是单位圆内的解析函数，
则 f( z) 的最大模的级和最大模的下级分别定义为

σM( f) = lim
r→1 －

loglogM( r，f) ( － log(1 － r))，

μM( f) = lim
r→1 －

loglogM( r，f) ( － log(1 － r)) ．

注 1 对于单位圆内的解析函数，有 σ( f) ≤
σM( f)≤σ( f) + 1，例如 f( z) = exp{(1 － z) －k}(k≥
1) 满足 σM( f) = k，σ( f) = k － 1．
定义 5［7］ 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，

若 0 ＜ σ( f) ＜ ∞，则 f( z) 的型定义为
τ( f) = lim

r→1 －
T( r，f) (1 － r) －σ( f) ．

若 f( z) 是单位圆内的解析函数，当 0 ＜
σM( f) ＜∞ 时，则 f( z) 的最大模的型定义为

τM( f) = lim
r→1 －

logM( r，f) (1 － r) －σM( f) ．

定义 6 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，若
0 ＜ μ( f) ＜ ∞，则 f( z) 的下型定义为

τ
－
( f) = lim

r→1 －
T( r，f) (1 － r) －μ( f) ．

若 f( z) 是单位圆内的解析函数，当 0 ＜
μM( f) ＜∞ 时，则 f( z) 的最大模的下型定义为

τ
－ M
( f) = lim

r→1 －
logM( r，f) (1 － r) －μM( f) ．

注 2 由定义 5 和定义 6 易知，τ( f) ≤ τM( f)，
τ
－
( f) ≤ τ

－ M
( f) ．

级与型是揭示整函数与亚纯函数增长速度的 2
个重要指标，早在 20 世纪上半叶，人们就开始对整
函数或亚纯函数(包括单位圆上亚纯函数) 的增长

性进行了研究，得到了丰富结果
［1-6，8-9］． 对于复平面

上 2个有限级亚纯函数或整函数 f1( z) 与 f2( z) 四则
运算以后的增长级，有下面几个经典的结论．
定理A 假设 f1( z) 和 f2( z) 是复平面上有限级

亚纯函数，级分别为 σ1 与 σ2，则有 σ( f1 + f2) ≤
max{σ1，σ2}，σ( f1 f2) ≤ max{σ1，σ2}，σ( f1 / f2) ≤
max{σ1，σ2} ．



定理B 假设 f1( z) 和 f2( z) 是复平面上有限级
亚纯函数，级分别为 σ1 与 σ2，若 σ1 ＜ σ2，则有

σ( f1 + f2) = σ( f1 f2) = σ( f1 / f2) = σ2 ．
定理C 假设 f1( z) 和 f2( z) 是复平面上有限级

亚纯函数，则有 μ( f1 + f2) ≤ max{σ( f1)，μ( f2)}，
μ( f1 f2) ≤ max{σ( f1)，μ( f2)} ．
定理D 假设 f1( z) 和 f2( z) 是复平面上有限级

亚纯函数，且满足 σ( f1) ＜ μ( f2)，则有
μ( f1 + f2) = μ( f1 f2) = μ( f2) ．
定理 E［10］ 假设 f1( z) 和 f2( z) 是有限级整函

数，满足 σ( f1) = σ( f2) = σ3，则有

(ⅰ) 若 τM( f1) = 0 且 0 ＜ τM( f2) ＜ ∞，则
σ( f1 f2) = σ3，τM( f1 f2) = τM( f2);

(ⅱ) 若 τM( f1) ＜ ∞ 且 τM( f2) = ∞，则
σ( f1 f2) = σ3，τM( f1 f2) = ∞ ．

结合定理A ～ 定理D，易知对于单位圆内的有限
级亚纯函数或解析函数以下几个类似的结论成立．
(Ⅰ) 假设 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的亚纯函
数，满足 σ( f1) = σ4 与 σ( f2) = σ5，则有

σ( f1 ± f2)≤max{σ4，σ5}，σ( f1 f2)≤max{σ4，

σ5}，σ( f1 / f2) ≤ max{σ4，σ5};

(Ⅱ) 假设在(Ⅰ) 中，若 σ4 ≠ σ5，则有

σ( f1 ± f2) = σ( f1 f2) = σ( f1 / f2) = max{σ4，σ5};

(Ⅲ) 假设 f1(z) 和 f2(z) 是单位圆内的亚纯函数，

则有 μ(f1 + f2)≤max{σ(f1)，μ(f2)} 或 μ(f1 + f2)≤
max{μ(f1)，σ(f2)} 以 及 μ(f1 f2) ≤ max{σ(f1)，
μ(f2)} 或 μ(f1 f2) ≤ max{μ(f1)，σ(f2)};
(Ⅳ) 假设 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的亚纯函
数，满足 σ( f1) ＜ μ( f2) ≤ ∞，则有

μ( f1 + f2) = μ( f1 f2) = μ( f1 / f2) = μ( f2);
(Ⅴ) 假设 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的解析函
数，满足 σM( f1) = σ6 与 σM( f2) = σ7，则有

max{σM( f1 ± f2)，σM( f1 f2)} ≤ max{σ6，σ7}，若

σ6 ≠σ7，则有 σM( f1 ± f2) = max{σ6，σ7} ．
(Ⅵ) 假设 f1(z) 和 f2(z) 是单位圆内的解析函数，

则有 max{μM(f1 ± f2)，μM(f1 f2)} ≤ max{σM(f1)，
μM(f2)}或max{μM(f1 ± f2)，μM(f1f2)}≤max{σM(f1)，
μM(f2)}．
结合定理 E，自然会有以下几个问题．
问题 1:当 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的亚纯函

数且σ( f1) = σ( f2) 时，f1( z) 与 f2( z) 四则运算以后
的级和型是多少?

问题 2:当 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的解析函
数且σM( f1) = σM( f2) 时，f1( z) 与 f2( z) 四则运算以
后的最大模的级和型是多少?

本文研究了以上 2 个问题，得到以下几个定理．
定理1 假设 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的亚纯

函数且满足 0 ＜ σ( f1) = σ( f2) = σ8 ＜ ∞，如果
τ( f1) ＜ τ( f2) ≤ ∞，则有 σ( f1 + f2) = σ( f1 f2) =
σ( f1 / f2) = σ8，且 τ( f2) － τ( f1) ≤ max{τ( f1 + f2)，
τ( f1 f2)，τ( f1 / f2)} ≤ τ( f2) + τ( f1) ．
定理2 假设 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的亚纯

函数且满足 0 ＜ σ( f1) = μ( f2) ＜ ∞，如果 τ( f1) ＜
τ
－
( f2) ≤∞，则有 μ( f1 + f2) = μ( f1 f2) = μ( f1 / f2) =

μ( f2)，且 τ
－
( f2) － τ( f1) ≤ max{τ

－
( f1 + f2)，τ－( f1 f2)，

τ
－
( f1 / f2)} ≤ τ

－
( f2) + τ( f1) ．

对于单位圆内的有限级解析函数 f( z)，有类似
的结果．
定理3 假设 f1( z) 和 f2( z) 是单位圆内的解析

函数且满足 0 ＜ σM( f1) = σM( f2) = σ9 ＜ ∞，如果
τM( f1) ＜ τM( f2) ≤ ∞，则有 σM( f1 + f2) = σ9，且

τM( f1 + f2) = τM( f2) ．
推论 1 假设 f1(z) 和 f2(z) 是单位圆内的解析

函数且满足0 ＜ σM(f1) = μM(f2) ＜ ∞，若τM(f1) ＜
τ
－ M
( f2) ≤ ∞，则有

μM( f1 + f2) = μM( f2)，τ－ M( f1 + f2) = τ
－ M
( f2) ．

定理4 假设 f( z) 是单位圆内的有限级解析函
数，则有σM( f) = σM( f ')，若0 ＜ σM( f) ＜ ∞，则有
τM( f) = τM( f ') ．
注 3 假设 f( z) 是单位圆内的有限级亚纯函

数，则有 σ( f ') = σ( f) ． 这个结果就是文献［4］中
的定理 5． 28，但是由于它的证明比较复杂，本文的
最后将给出一个比较简单的证明．

1 引理

引理 1 设 f1，f2，…，fm为单位圆内的m个亚纯
函数，则有

(ⅰ)T( r，f1 f2…fm) ≤∑
m

i = 1
T( r，fi);

(ⅱ)T( r，f1 + f2 +… + fm)≤∑
m

i = 1
T( r，fi) + logm．

引理2［11］ 设 g:(0，1)→Ｒ和 h:(0，1)→Ｒ是
满足 g( r)≤ h( r) 的单调递增函数，且至多除去1个
对数测度有限的集合 E1 ［0，1)，则 r ∈ (0，1)
都存在 1个常数 d∈ (0，1) 使 s( r) = 1 － d(1 － r)，
有 g( r) ≤ h( s( r)) ．
引理3 设 f(z) 是单位圆内的亚纯函数，对任意

整数 k≥ 1，有 m(r，f(k) f) = S(r，f)，其中 S(r，f) =
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O{ log + T( r，f) + log(1 － r) －1}，至多除去 1 个集合

E2 ［0，1) 满足∫E2
dt

1 － t ＜ ∞ ．

引理 4［12］ 设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数且
满足 f(0) = 0，那么
m( r，f) = (1 + φ( r /Ｒ))T(Ｒ，f ') + N(Ｒ，f ')，

其中 0 ＜ r ＜ Ｒ ＜ 1，φ( t) = 1
π
log 1 + t

1 － t．

2 定理的证明

定理 1的证明 不妨令 τ1 = τ( f1) ＜ τ( f2) =
τ2 ＜ ∞，则由定义 5 知，ε ＞ 0，当 r→ 1 －

时，有

T( r，f1) ≤ (τ1 + ε)(1 － r) －σ8， (1)
T( r，f2) ≤ (τ2 + ε)(1 － r) －σ8 ． (2)

一方面，由(1) ～ (2) 式及引理 1，有
T( r，f1 + f2) ≤ T( r，f1) + T( r，f2) + log2 ≤
(τ1 + ε)(1 － r) －σ8 + (τ2 + ε)(1 － r) －σ8 +

log2 ≤ (τ1 + τ2 + 3ε)(1 － r) －σ8 ．
所以 σ( f1 + f2) ≤ σ8，且 τ( f1 + f2) ≤ τ1 + τ2 ．
另一方面，ε(0 ＜ 3ε ＜ τ2 － τ1)，存在 1 列

{ rn}∞n = 1 → 1 －，有

T( rn，f1) ≤ (τ1 + ε)(1 － rn)
－σ8， (3)

T( rn，f2) ≥ (τ2 － ε)(1 － rn)
－σ8 ． (4)

由(3) ～ (4) 式及引理 1 可知
T( rn，f1 + f2) ≥ T( rn，f2) － T( rn，f1) － log2 ≥
(τ2 － ε)(1 － rn)

－σ8 － (τ1 + ε)(1 － rn)
－σ8 －

log2 ≥ (τ2 － τ1 － 3ε)(1 － rn)
－σ8 ． (5)

由(5) 式可知，σ( f1 + f2)≥σ8，且 τ( f1 + f2)≥
τ2 － τ1 ．综上所述，有 σ( f1 + f2) = σ8 且 τ2 － τ1 ≤
τ( f1 + f2) ≤ τ1 + τ2 ． 由引理 1，T( r，f1 f2) ≤ T( r，
f1) +T( r，f2) 以及 T( r，f1 f2)≥ T( r，f2) － T ( r，f1) －
O(1) 和 T( r，1 / f2) = T( r，f2) + O(1)，类似可证
σ( f1 f2) = σ( f1 / f2) = σ8 及 τ( f2) － τ( f1) ≤
max{τ( f1 f2)，τ( f1 / f2)} ≤ τ( f2) + τ( f1) ．
当 τ( f2) = τ2 = ∞ 时，同理可证结论也成立．
定理 2的证明 不妨令 τ3 = τ( f1) ＜ τ

－
( f2) =

τ4 ＜ ∞，则由定义 5和定义 6知，ε ＞ 0，存在 1列
{ rn}∞n = 1 → 1 －，有

T( rn，f1) ≤ (τ3 + ε)(1 － rn)
－σ( f1)， (6)

T( rn，f2) ≤ (τ4 + ε)(1 － rn)
－μ( f2) ． (7)

一方面，由(6) ～ (7) 式及引理 1，有
T( rn，f1 + f2) ≤ T( rn，f1) + T( rn，f2) + log2 ≤

(τ3 + ε)(1 － rn)
－σ( f1) + (τ4 + ε)(1 － rn)

－μ( f2) +
log2 ≤ (τ3 + τ4 + 3ε)(1 － rn)

－μ( f2) ．

所以 μ( f1 + f2) ≤ μ( f2)，且 τ
－
( f1 + f2) ≤ τ3 + τ4 ．

另一方面，ε(0 ＜ 3ε ＜ τ4 － τ3)，当 r→1 －
时，

有

T( r，f1) ≤ (τ3 + ε)(1 － r) －σ( f1)， (8)
T( r，f2) ≥ (τ4 － ε)(1 － r) －μ( f2) ． (9)

由(8) ～ (9) 式及引理 1 可知
T( r，f1 + f2) ≥ T( r，f2) － T( r，f1) － log2 ≥
(τ4 － ε)(1 － r) －μ( f2) － (τ3 + ε)(1 － r) －σ( f1) －
log2 ≥ (τ4 － τ3 － 3ε)(1 － r) －μ( f2) ． (10)

由(10) 式可知 μ( f1 + f2) ≥ μ( f2)，且 τ
－
( f1 + f2) ≥

τ4 － τ3 ．综上所述，有 μ( f1 + f2) = μ( f2) 且 τ4 － τ3≤
τ
－
( f1 + f2) ≤ τ4 + τ3 ．由引理 1，有 T( r，f1 f2) ≤ T( r，

f1) + T( r，f2) 以及 T( r，f1 f2)≥ T( r，f2) － T( r，f1) －
O(1) 和 T( r，1 / f2) = T( r，f2) + O(1)，类似可证
μ( f1 f2) = μ( f1 / f2) = μ( f2) 及 τ

－
( f2) － τ( f1) ≤

max{τ
－
( f1 f2)，τ－( f1 / f2)} ≤ τ

－
( f2) + τ( f1) ．

当 τ
－
( f2) = τ4 = ∞ 时，同理可证结论也成立．

定理 3 的证明 不妨假设 τ5 = τM( f1) ＜
τM( f2) = τ6 ＜ ∞，则由定义 5 知，ε(0 ＜ 2ε ＜
τ6 －τ5)，存在 1 列{ rn}∞n = 1 → 1 －，有

M( rn，f1) ≤ exp{(τ5 + ε)(1 － rn)
－σ9}，(11)

M( rn，f2) ＞ exp{(τ6 － ε)(1 － rn)
－σ9} ． (12)

在圆周 z = rn(n = 1，2，…) 上，选取点列{ zn}∞n = 1
满足 f2( zn) = M( rn，f2)，则由(11) ～ (12) 式，有

M( rn，f1 + f2) ≥ f1( zn) + f2( zn) ≥
f2( zn) － f1( zn) ≥ M( rn，f2) － M( rn，f1) ≥

exp{(τ6 － ε)(1 － rn)
－σ9} － exp{(τ5 + ε)(1 － rn)

－σ9} ≥
1
2 exp{(τ6 － ε)(1 － rn)

－σ9}(rn →1－)．

因此可得σM( f1 + f2)≥σ9且 τM( f1 + f2)≥ τ6 ．
另一方面，由

M( r，f1 + f2) ≤ M( r，f1) + M( r，f2) ≤
exp{(τ5 + ε)(1 － r) －σ9} + exp{(τ6 + ε)(1 － r) －σ9}≤
2exp{(τ6 + ε)(1 － r) －σ9}
可得 σM( f1 + f2) ≤ σ9 且 τM( f1 + f2) ≤ τ6 ． 故有
σM( f1 + f2) = σ9 且 τM( f1 + f2) = τM( f2) ．
当 τM( f2) = τ6 = ∞ 时，同理可证结论也成立．
定理 4 的证明 由积分中值定理有 f( z) =

f(0) + ∫
z

0
f '(ζ)dζ，其中 z = r ＜ 1，积分路径是单

位圆内从 0 到 z的直线．从而有

M( r，f) ≤ f(0) + ∫
z

0
f '(ζ)dζ ≤

f(0) + rM( r，f ') ≤ f(0) + M( r，f ')，
即
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M( r，f ') ≥ M( r，f) － f(0) ． (13)
因此可得 σM( f ') ≥ σM( f) ．另一方面，在圆周

z = r∈［0，1) 中任取一点 z0 使其满足 f '(z0) =
M( r，f ')，其中 s( r) = 1 － d(1 － r)，0 ＜ d ＜ 1．由

柯西不等式f '( z0) =
1
2πi∫C f(ζ)
(ζ － z0)

2dζ，其中被积曲

线为圆周 C = {ζ: ζ － z0 = s(r) － r} 且由max{ f :
ζ ∈ C} ≤ M( s( r)，f)，有

M( r，f ') = f '( z0) ≤
1
2π∫

2π

0

f(ζ)
(ζ － z0)

2( s( r) － r) dθ≤ M( s( r)，f)
s( r) － r ，

M( r，f ') ≤ M( s( r)，f) ［(1 － d)(1 － r)］． (14)
由引理2可得 σM( f ')≤ σM( f)，所以 σM( f) =

σM( f ') ．若 0 ＜ σM( f) ＜ ∞，则由(13) 式与定义 5
易知 τM( f) ≤ τM( f ') ．由(14) 式与定义 5 有

logM( r，f ')
(1 － r) －σM( f ') ≤

logM( s( r)，f)
(1 － r) －σM( f)

+

log［(1 － d)－1(1 － r)－1］
(1 － r)－σM(f)

≤ logM(s(r)，f)
(1 － s(r))－σM(f)

· 1( )d
σM(f)

+

log［(1 － d) －1(1 － r) －1］
(1 － r) －σM( f)

，

令 d→ 1，因此 τM( f ') ≤ τM( f)，所以
τM( f) = τM( f ') ．

注 3 的证明 由引理 3，有
T( r，f ') ≤ 2T( r，f) + m( r，f ' / f) ≤ 3T( r，f) +
O{ log(1 － r) －1}( r E2)，

故 σ( f ') ≤ σ( f) ．另一方面，由引理 4，令 Ｒ = (1 +
r) /2，0 ＜ r ＜ 1，有
T( r，f) ＜ (3 + log(4(1 － r) －1)T((1 + r) /2，f ')，

(15)

由(15) 式易得 σ( f) ≤ σ( f ')，故 σ( f ') = σ( f) ．
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The Order and Type of Meromorphic Functions and
Analytic Functions in the Unit Disc

TU Jin1，HUANG Hai-xia1，XU Hong-yan2，CHEN Chun-fang1

(1． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． Department of Informatics and Engineering，Jingdezhen Ceramic Institute，Jingdezhen Jiangxi 333403，China))

Abstract:The order，lower order and type of f1 + f2，f1 f2，f1 / f2are investigated by using the Nevanlinna value distri-
bution theory，where f1( z)，f2( z)are meromorphic functions or analytic functions with the same order and different
type in the unit disc，and some results are obtained which improve some previous results．
Key words:unit disc;meromorphic function;analytic function;order;type
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