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圆弧多边形的单叶性内径
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摘要:根据圆弧多边形区域的 Schwarz-Christoffel变换的构造过程中 Schwarz 导数的作用，得到了圆弧三
角形和正圆弧多边形区域的单叶性内径，证明了它们都是 Nehari圆．
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0 引言

设 D为复平面 C上的边界多于 2点的单连通区
域，ρD( z) dz 为其曲率 － 4的双曲度量．用B表示单
位圆盘 B = { z: z ＜ 1}，U表示上半平面 U = {z:
Imz ＞ 0}，则 ρB(z) = 1 /(1 － z 2)，ρU(x + iy) =
1 /(2y) ．对于一般的单连通区域 D，其双曲度量密度
由公式 ρD( z) = h'( z) /(1 － h( z) 2) 确定，其中

h:D→ B为共形映射．
设 f是区域 D内局部单叶的解析函数，即z∈

D，f '( z) ≠ 0． 定义 f 在点 z 处的 Schwarz 导数为
Sf( z) = ( f ″( z) / f '( z)) ' － ( f ″( z) / f '( z))

2 /2．对于
局部单叶的全纯函数，Schwarz 导数是有意义的． 对
于半纯函数，其 Schwarz 导数在极点处的定义为
Sf( z) = S1 / f( z) ．这样，在区域 D 内处处局部单叶的
半纯函数的 Schwarz 导数在区域 D 内处处有定义，
并且它为全纯函数．特别地，Mbius 变换的 Schwarz
导数为 0．
设 f和 g都是局部单叶的半纯函数，并且复合函

数 f  g有意义，则
Sf g( z) = Sf(g( z))(g'( z))

2 + Sg( z) ．
对于单连通区域 D 内任意给定的全纯函数 φ，

必定存在区域 D 内局部单叶的解析函数 f，使得
Sf = φ． 设 f是单连通区域 D 内局部单叶的解析函
数，定义 Sf的范数为‖Sf‖D = sup

z∈D
| Sf( z) | ρ

－2
D ( z) ．

‖Sf‖D 具有如下基本性质:

(ⅰ) 当且仅当 f是Mbius变换时，‖Sf‖D = 0;

(ⅱ) 若 g为 D上的共形映照，f为 g(D) 上的共
形映照，则‖Sf g‖D = ‖Sf － Sg－1‖g(D) ;

(ⅲ) 设 f 为 D 上的共形映照，则 ‖Sf‖D =
‖Sf －1‖f(D) ;

(ⅳ) 设 φ 和 ψ 是任给的 Mbius 变换，则
‖Sf‖D =‖Sφ f ψ‖ψ －1(D) ．
设 D是扩充复平面上的单连通区域，定义 D的

单叶性内径 σ(D) 为
σ(D) = sup{α:‖Sf‖D≤ αf在 D内单叶}，

这一定义等价于

σ(D) = inf{‖Sf‖D:f在 D内单叶，但 f(D) 不
是拟圆} ．
根据 ‖Sf‖D 的基本性质(ⅳ) 知，当 φ 为

Mbius变换时，σ(φ(D)) = σ(D) ．
单叶性内径在万有 Teichmüller 空间理论中具

有重要意义． L． V． Ahlfors等［1］ 证明了:对于定义在
单连通区域 D 内的局部单叶的解析函数 f，如果
‖Sf‖D ＜ σ(D)，则 f在 D内单叶且可以拟共形延
拓到整个复平面． 文献［2］和文献［3］证明了对于
单连通区域 D，当且仅当 D是拟圆时，σ(D) ＞ 0．
关于单叶性内径的研究始于上世纪中叶，但得

到的具体结果还是很少． 文献［4］和文献［5］证明
了单位圆盘的单叶性内径 σ(B) = 2． 随后，文献
［6］证明了对扩充复平面上一切单连通区域 D都有
σ(D) ≤ 2，当且仅当 D 为圆盘或半平面时有
σ(D) = 2，此时 D为单位圆盘在 Mbius变换的像．
若用 S表示上半平面通过映照 h( z) = logz得到

的平行带域，则 σ(S) = 0． O． Lehto等［7-8］给出了角
域的单叶性内径:若Ak = { z:z∈C，0 ＜ argz ＜ kπ}，



则当 0 ＜ k ＜ 1 时，σ(Ak) = 2k2;当 1 ＜ k ＜ 2 时，

σ(Ak) = 4k － 2k2 ．文献［9］证明了对正 n边形的内
部区域 Pn，有 σ(Pn) = 2(n － 2) 2 /n2 ．
对于一般的区域，文献［10］计算了矩形和等角

六边形的单叶性内径，证明了:当矩形 Ｒ的长宽比小
于某一常数时，σ(Ｒ) = 1 /2，与正方形的单叶性内
径相等;当等角六边形 H 的边为 baabaa 且 b /a ≤
1． 671 17…时，σ(H) = 8 /9，这与正六边形的单叶
性内径相同． L． M． Wieren研究的区域都有 1个共同
的特征，即 σ(D) = 2 －‖Sh‖B，其中 h为 B到 D的
共形映照． L． M． Wieren 称具有这种特征的区域为
Nehari圆(Nehari disk) ．利用 L． M． Wieren 的方法，
文献［11］得到了菱形的单叶性内径，并证明了菱形
是 Nehari圆．笔者也对 Nehari圆和四边形区域的单
叶性内径做出过一些结果

［12-13］．
L． M． Wieren研究单叶性内径的方法需要构造

单位圆到特定区域的 Schwarz-Christoffel变换，再对
该变换的 Schwarz 导数的范数进行估计． 虽然
Ｒiemann映照定理确保了单位圆到边界多于一点的
单连通区域的共形映照的存在性，但构造一个具体

的映照却不是一件容易的事．
根据 Schwarz-Christoffel变换的构造思路［14-15］，

对于一般的多边形区域，在相差一个相似变换的情

况下，Schwarz-Christoffel变换 f由其对数导数 f ″ / f '
决定;而当区域的边界由圆弧(其中可以有直线段)

组成时，在相差 1 个 Mbius 变换的情况下，
Schwarz-Christoffel 变换 f 由其 Schwarz 导数 Sf =
( f ″ / f ') ' － ( f ″ / f ') 2 /2 决定．
定义 1 设 D 是复平面上的单连通区域，它的

边界是 n段圆弧(圆弧之中有些可能是直线段，直线
段可看作特殊的圆弧)，则称 D为圆弧多角形，在不
致引起混淆的情况下，也称之为圆弧多边形．不失一
般性，可以假定 D是一有界区域，否则的话，通过一
次适当的分式线性变换，可使之为有界区域，且仍为

圆弧多角形． 若圆弧 n 角形 D 的 n 个内角都等于
απ(0≤ α≤ 2)，则称 D为等角圆弧 n边形;若还有
D的 n条边的弧长都相等，则称其为正圆弧 n 边形，

记为 P
～

n(α) ．
边界两两正交的圆弧多边形区域是双曲凸区

域
［16-17］
的典型例子，可是，单位圆到圆弧多边形区

域的 Schwarz-Christoffel变换的构造更加困难，相关
的单叶性内径结果更少． 文献［9］用几何的方法求
出了标准圆弧三角形的单叶性内径． 本文用解析的
方法得到了圆弧三角形和正圆弧 n边形区域的单叶

性内径，并证明了它们都是 Nehari圆．

1 圆弧三角形区域

对于复平面上任意 2 个不同的点 z1，z2，用( z1，
z2) 表示连接 z1 与 z2 的开线段，［z1，z2］表示连接 z1
与 z2 的闭线段． 任一开(闭) 线段经 Mbius 变换得
到在扩充复平面下的像，称之为开(闭) 圆弧． 对于
圆弧 γ，称扩充复平面上包含 γ的圆周或直线为 γ的
支撑圆周，记为 C(γ) ．
对于 Jordan区域D∈珔C，当D的边界由3条圆弧

首尾相接且不是任何 2 条圆弧之并时，称区域 D 为
圆弧三角形，并称 3 条圆弧为此三角形的边，称它们
的端点为D的顶点．若 w为D的顶点，则称D的两边
的过 w的切线正向的夹角为其内角．若 D是圆弧三
角形，T为 Mbius 变换，则 T(D) 仍是圆弧三角形．
若圆弧三角形 D满足条件:对于D的任意2边 γ1，γ2

有C(γ1) ∩C(γ2) = {v，v'}，其中 v 是 D 的顶点且
v' ∈珔C \珚D，则称 D为标准圆弧三角形．
若 Jordan区域 D∈珔C的边界由 2条圆弧相交而

成，交点分别为 a 和 b，交角(内角) 为 α，则通过
Mbius变换 z→ ( z － a) /( z － b) 可将区域D映射为
角域Aα = { z:0 ＜ argz ＜ απ}，0 ＜ α≤2．由此可知，
区域 D的单叶性内径与角域 Aα 的相同．
文献［10］证明了:若区域 Dn 和 D 都是单连通

区域，在 Caratheodory核收敛意义下，Dn 关于 w0 收

敛于D，则有σ(D)≥ limsup
n→∞

σ(Dn)，并由此证明了当

凸 n边形 P的某个内角大小为 kπ时，σ(P) ≤ 2k2 ．

对于圆弧多边形 P
～
，如果其最小内角为 kπ，0 ＜

k ＜ 1，通过一系列适当的 Mbius变换 Tn，可以用 P
～

在这列Mbius变换下的像穷尽角域 Ak，即 Tn(P
～
) 关

于 P
～
内某一给定点收敛于 P

～
，从而有

引理 1 若圆弧多边形 P
～
的最小内角为 kπ，

0 ＜ k ＜ 1，则 σ(P
～
) ≤ 2k2 ．

由引理 1 可得
推论1 设D为等角圆弧 n边形区域，其内角等

于 απ，0 ＜ α ＜ 1，则 σ(D) ≤ 2α2 ．
引理 2 若 D为单连通区域，h是单位圆 B到 D

的共形映射，则 σ(D) ≥ 2 － ‖Sh‖B ．

定理 1 若 P
～

3 是标准圆弧三角形，其最小内角

为 γπ，则 σ(P
～

3) = 2γ2 ．

证 设 P
～

3 是标准圆弧三角形的内部区域，其
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顶点分别 A，B，C，对应的内角分别为 απ，βπ，γπ
(α≥ β≥ γ)，根据双曲几何的基本理论，有 α +

β +γ≤1．设 f:B→ P
～

3是单位圆到 P
～

3的Ｒiemann映

照，由于 σ(P
～

3) 在 Mbius变换下的不变性，不妨设
A = f(1)，B = f( i)，C = f( － 1) ．在不涉及椭圆积分
的繁杂计算的情形下，研究 f的 Schwarz导数．
由 Schwarz-Christoffel变换的构造过程，函数 f

的 Schwarz导数:

Sf( z) = [1
2

1 － α2

( z － 1) 2
+ 1 － β2

( z － i) 2
+ 1 － γ2

( z + 1) ]2 +

c1
z － 1 +

c2
z － i +

c3
z + 1，

其中 c1，c2，c3 满足方程组
c1 + c2 + c3 = 0，
1
2 (3 － α2 － β2 － γ2) + c1 + ic2 － c3 = 0，

(1 － α2) + i(1 － β2) － (1 － γ2) + c1 － c2 + c3 = 0
{

，

解这个方程组得到

c1 = 1
4 ［(2 + i)α2 + iβ2 － iγ2 － 2 － i］，

c2 = 1
2 ( － α2 － iβ2 + γ2 + i)，

c3 = 1
4［－ iα2 + iβ2 + ( i － 2)γ2 + 2 － i］











 ．

经过一些初等运算可得

Sf( z) = ［(z
2 － 1)(z － i)］－2{［(1 + i)α2 － β2 +
(1 － i)γ2 － 1］+ 2i(α2 + γ2 － 2) z +
［( i － 1)α2 + β2 － ( i + 1)γ］} ．

Sf( z) 在闭圆盘 B = { z: z ≤ 1} 上除去点 ± 1，i外
均解析，且

lim
z→1

Sf( z) (1 － z 2) 2 = 2 － 2α2，

lim
z→i

Sf( z) (1 － z 2) 2 = 2 － 2β2，

lim
z→－1

Sf( z) (1 － z 2) 2 = 2 － 2γ2，

所以，

sup
z∈B

Sf( z) (1 － z 2) 2 ≥

max{2 － 2α2，2 － 2β2，2 － 2γ2} = 2 － 2γ2 ．
又由于

lim
z∈B

－
\{ ±1，i}， z →1

Sf( z) (1 － z 2) 2 = 0，

根据最大模原理，sup
z∈B

Sf(z) (1 － z 2)2 ≤ 2 － 2γ2 ．

因此，有‖Sf‖B = sup
z∈B

Sf( z) ，(1 － z 2) 2 = 2 －

2γ2 ．由引理 2，σ(P
～

3) ≥ 2γ2;再由引理 1，σ(P
～

3) ≤
2γ2 ．定理 1 得证．

根据 L． M． Wieren关于 Nehari 圆的定义可知，
标准圆弧三角形的内部区域是 Nehari圆．

2 正圆弧 n边形区域

由于 Schwarz导数的范数在Mbius变换下的不

变性，对于正圆弧 n边形 P
～

n(α)，只要求它的内角大
小都相等且每条边的弧长相等，而不必考虑其顶点

的位置，圆弧既可向外凸，也可向内凹．不过，为了得

到具体的Ｒiemann映照，可以先设定P
～

n(α) 的位置．

引理 3 设 P
～

n(α) 为正圆弧 n 边形区域，其中
心在原点，顶点为 n 次单位根，内角等于 απ(0 ≤

α≤2)，则将单位圆共形映照为 P
～

n(α) 的内部区域
且满足 fα(0) = 0，f 'α(0) ＞ 0 的解析函数为
fα( z) = zΓ(1 － 1 /n)Γ((1 － α) /2 + 1 /n)F((1 －
α) /2 + 1 /n，(1 － α) /2，1 + 1 /n;zn) ［Γ(1 +
1 /n)Γ((1 － α) /2 － 1 /n)F((1 － α) /2 － 1 /n，(1 －
α) /2，1 － 1 /n;zn)］，
其中 F是超几何函数［18］．

定理 2 设 P
～

n(α) 为正圆弧 n 边形区域，其内
角大小为 απ(0 ＜ α ＜ 1)，则

σ(P
～

n(α)) = 2α2 ．

证 由 σ(P
～

n(α)) 在 Mbius变换下的不变性

知，可以假定 P
～

n(α) 为单位圆盘 B 在 Schwarz-
Christoffel变换

fα( z) = z ∫
1

0

τ(α－1) /2+1 /ndτ
［(1 － τ)(1 － znτ)］(α+1) /( )2 ·

∫
1

0

τ(α－1) /2－1 /ndτ
［(1 － τ)(1 － znτ)］(α+1) /( )2

－1

=

zΓ(1 － 1 /n)Γ((1 － α) /2 + 1 /n)F((1 － α) /2 +
1 /n，(1 － α) /2，1 + 1 /n;zn) ［Γ(1 + 1 /n)·
Γ((1 － α) /2 － 1 /n)F((1 － α) /2 － 1 /n，(1 － α) /2，
1 － 1 /n;zn)］
下的像． 经过计算(或由 Schwarz-Christoffel 变换的
构造过程) 可得

Sfα
( z) = n2

2 (1 － α2)
zn－2

(1 － zn) 2
( z∈ B)，

从而

lim
r→1

Sfα
( z) (1 － r2) 2 = lim

r→
[1

n2

2 (1 － α2)·

rn－2

(1 － rn) 2
(1 － r2) ]2 = 2(1 － α2)，

所以，sup
z∈B

Sfα
( z) (1 － z 2) 2 ≥ 2(1 － α2) ．另一方
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面，由于

1
z － z = 2sinh log 1( )z

≤

2· 2
n sinh n

2 log 1( )z
≤ 2

n
1
z n /2 － z n/( )2 ，

所以，z∈ B，有
z n－2(1 － z 2) 2

(1 － z n) 2
≤ 4

n2，

从而有

Sfα
( z)(1 － z 2) 2 = n2

2 (1 － α2)·

zn－2

(1 － zn) 2
(1 － z 2) 2 ≤ 2(1 － α2) ．

综上所述，‖Sfα
( z)‖B = 2(1 － α2) ．

由引理2，σ(P
～

n(α))≥2 －‖Sfα
( z)‖B = 2α2 ．

再由引理 1的推论，有 σ(P
～

n(α))≤ 2 －‖Sfα‖B =

2α2 ．因此，σ(P
～

n(α)) = 2α2 ．由上述计算过程可知，

正圆弧 n边形区域 σ(P
～

n(α)) 为 Nehari圆．
当 α = 0 时，函数
f( z) = zΓ(1 － 1 /n)Γ(1 /2 + 1 /n)F(1 /2 + 1 /n，

1 /2，1 + 1 /n;zn) ［Γ(1 + 1 /n)Γ(1 /2 － 1 /n)F(1 /2 －
1 /n，1 /2，1 － 1 /n;zn)］，
其中 F是超几何函数，f( z) 将单位圆 B = { z: z ＜
1} 共形映照为顶点在 e2πiv /n(v = 1，2，…，n)，内角为
0的正圆弧多边形，证明了‖Sf‖B = 2．由于该正圆
弧多边形的每个顶点关于内部区域是尖点，该正圆

弧多边形的边界不是拟圆周，显然，该正圆弧多边形

区域的单叶性内径为 0．
根据 L． M． Wieren关于 Nehari 圆的定义知，内

角为 απ(0≤ α ＜ 1) 的正圆弧 n边形区域是 Nehari
圆．

3 直角圆弧等边四边形区域

作为正圆弧 n边形区域的特例，讨论直角圆弧
等边四边形区域，即区域 D 的边界是 4 条两两正交
的圆弧且 4 条圆弧的弧长相等． 由简单的双曲几何
可知，4条圆弧中必有2条圆弧(1组对边) 属于同一
圆周，另一组对边分别属于与前一圆周正交的 2 个
圆周．由于 σ(D) 在 Mbius 变换下的不变性，不失
一般性，记B为开单位圆盘B = { z: z ＜ 1}，D1，D2

分别为以 ± 1 /α为圆心， 1 － α槡 2 /α为半径的圆盘，

即 D1，2 = { z: | z  1 /α | ＜ 1 － α槡 2 /α}，设区域
D = B \(珚D1 ∪ 珚D2)，则此四边形的顶点依次为

e2iarcsinα，－ e －2iarcsinα，－ e2iarcsinα，e －2iarcsinα，当 α满足方程
4(1 － α2)(π － 2arcsinα) 2 = α2(π － 4arcsinα) 2

时，区域 D的边界的 4条圆弧两两正交且弧长相等．
利用Mathematica可得 α≈0． 874 9…，由此可知，当
区域 G为上述区域 D在Mbius变换下的像时，其单
叶性内径 σ(G) = 1 /2，与正方形的单叶性内径
相同．
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On the Inner Ｒadius of Univalency for Curvilinera Polygons

YANG Zong-xin，DING Jing
(College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract:By using the idea in constructing the Schwarz-Christoffel formular，the inner radius of univalency for cur-
vilinear polygons such as curvilinear triangles and regular circular polygons is studied． And explicit value of those
domains is obtained． The results suggest that those domains are all Nehari disk．
Key words:Schwarzian derivative;the inner radius of univalency;curvilinear polygon
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On Angular Distribution in Complex Oscillation

HE Tao，YI Cai-feng*

(College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract:It is investigated that connection between the cluster ray of zero-sequence and Borel direction of solutions
of second order differential equations f ″ + A( z) f = 0 where A( z) is a meromorphic function of finite order，by using
the infinity order type function and a sufficient and necessary condition for infinity order Borel direction which was
established．
Key words:meromorphic function;infinity orde;Borel direction;the cluster ray of zero-sequence
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